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ÏðåäèñëîâèåÊíèãà îñíîâàíà íà êîíñïåêòå ëåêöèé ïî ãîäîâîìó êóðñó êâàí-òîâîé ìåõàíèêè. Îíà îòðàæàåò íàø ìíîãîëåòíèé îïûò ÷òeíèÿëåêöèé è ïðîâåäåíèÿ ñåìèíàðîâ äëÿ ñòóäåíòîâ 3-ãî êóðñà �èçè-÷åñêîãî �àêóëüòåòà Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåð-ñèòåòà. Ìû ðóêîâîäñòâîâàëèñü ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè:� èñòîðè÷åñêîå ââåäåíèå äîëæíî áûòü êðàòêèì, ñ òåì ÷òîáûóðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ïîÿâëÿëîñü íà âòîðîé�òðåòüåé ëåêöèè;� íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû èçëàãàþòñÿ òîëüêî òîãäà, êî-ãäà îíè òðåáóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ íîâûõ �èçè÷åñêèõ çàäà÷;� ðåëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è, â ÷àñòíîñòè, óðàâíå-íèå Äèðàêà � íåîáõîäèìûå ýëåìåíòû îáðàçîâàíèÿ ñòóäåíòîâ-�èçèêîâ, êîòîðûå äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü â êóðñå êâàíòîâîéìåõàíèêè;� ðåøåíèå çàäà÷ ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå � ëó÷øèé ñïîñîá àê-òèâíîãî óñâîåíèÿ íîâûõ ïîíÿòèé, ïîýòîìó ÷èñëî ñåìèíàðîâ íàíà÷àëüíîì ýòàïå äîëæíî â 1,5 ðàçà ïðåâûøàòü ÷èñëî ëåêöèé;� ïîìèìî ñåìèíàðîâ, ñóùåñòâóåò ñèñòåìà çàäàíèé: êàæäûé ñòó-äåíò â òå÷åíèå ñåìåñòðà äîëæåí ñàìîñòîÿòåëüíî ðåøèòü 15�20çàäà÷; ýòè çàäà÷è ïðèíèìàþòñÿ ïðåïîäàâàòåëåì â äîïîëíèòåëü-íîå âðåìÿ â �îðìå áåñåäû ñî ñòóäåíòîì, îáúÿñíÿþùèì ñâîå ðå-øåíèå;� äëÿ ðàçâèòèÿ êâàíòîâîé èíòóèöèè áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþòçàíÿòèÿ â òåðìèíàëüíîì êëàññå, ãäå èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïî-ëó÷åíèÿ áûñòðîãî ÷èñëåííîãî èëè ãðà�è÷åñêîãî îòâåòà íà áîëü-6

Ïðåäèñëîâèå 7øîå ÷èñëî äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ çàäà÷ ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå.Èçëîæåíèå ðÿäà âîïðîñîâ â êíèãå, íà íàø âçãëÿä, äîñòàòî÷íîîðèãèíàëüíî. Ñòàíäàðòíûé æå ìàòåðèàë, êîòîðûé ìîæíî íàé-òè â èçâåñòíûõ ó÷åáíèêàõ [1℄, [4℄, îïèñàí êðàòêî, êîíñïåêòèâíî.Â ïîñîáèè ñîäåðæàòñÿ òå çàäà÷è, êîòîðûå áûëè àïðîáèðîâàíûíà ñåìèíàðàõ, ÷àñòü èç íèõ çàèìñòâîâàíà èç èçâåñòíûõ çàäà÷-íèêîâ [2℄, [3℄, [5℄. Ïîñîáèå ñîäåðæèò òàêæå äîñòàòî÷íî òðóäíûåçàäà÷è (îíè îòìå÷åíû çâåçäî÷êîé ∗), ïðåäíàçíà÷åííûå, â ÷àñò-íîñòè, äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ.Íóìåðàöèÿ �îðìóë â ïîñîáèè ñîäåðæèò äâå öè�ðû. Íàïðè-ìåð, (3.7) îçíà÷àåò �îðìóëó (7) èç � 3. Ññûëêè íà �îðìóëû èçäàííîãî ïàðàãðà�à äàþòñÿ â ñîêðàù¼ííîì âèäå áåç óêàçàíèÿíîìåðà ïàðàãðà�à.Åäèíèöû:Âñþäó, ãäå íå îãîâîðåíî îñîáî, èñïîëüçóåòñÿ àáñîëþòíàÿ ãàóñ-ñîâà ñèñòåìà åäèíèö.Â íåêîòîðûõ ðàçäåëàõ èñïîëüçóåòñÿ àòîìíàÿ (~ = 1, me = 1,

|e| = 1) èëè ðåëÿòèâèñòñêàÿ (c = 1, ~ = 1) ñèñòåìû åäèíèö.1 ýÂ=1, 602 · 10−12 ýðã=1, 602 · 10−19 Äæ.Ïîñòîÿííûå:
~ = 1, 055 · 10−27 ýðã· ñ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà;

c = 2, 998 · 1010 ñì/ñ � ñêîðîñòü ñâåòà;

|e| = 4, 803 · 10−10 åä. Ñ�Ñ � ýëåìåíòàðíûé çàðÿä;

α = e2/(~c) = 1/137.04 � ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû;

me = 0.9109 · 10−27 ã � ìàññà ýëåêòðîíà;

mp = 1.672 · 10−24 ã � ìàññà ïðîòîíà;

aB = ~
2/(mee

2) = 0, 5292 · 10−8 ñì � áîðîâñêèé ðàäèóñ;

Eàò = mee
4/~

2 = 27, 21 ýÂ = 4, 360 · 10−11 ýðã � àòîìíàÿåäèíèöà ýíåðãèè;

Ry = Eàò/2 � �èäáåðã;

tàò = ~
3/(mee

4) = 2, 42 · 10−17 ñ � àòîìíàÿ åäèíèöà âðåìåíè;



8

λ−e = ~/(mec) = 3, 862·10−11 ñì � ïðèâåä¼ííàÿ êîìïòîíîâñêàÿäëèíà âîëíû ýëåêòðîíà;

re = e2/(mec
2) = 2, 818 · 10−13 ñì � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñýëåêòðîíà;

µB = |e|~/(2mec) = 5, 788 · 10−9 ýÂ/�ñ � ìàãíåòîí Áîðà;

µÿ = |e|~/(2mpc) = 3, 152 · 10−12 ýÂ/�ñ � ÿäåðíûé ìàãíåòîí. �ëàâà IÂÂÅÄÅÍÈÅ
� 1. Ïåðâûå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå ïîíÿòèÿ1.1. Êâàíòîâàÿ ïðèðîäà ñâåòàÈçëó÷åíèå àáñîëþòíî ÷¼ðíîãî òåëà. �àññìàòðèâàåòñÿñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ, íàõîäÿùå-ãîñÿ â ðàâíîâåñèè ñî ñòåíêàìè ïîëîñòè, ïîääåðæèâàåìûìè ïðèïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå. Ì. Ïëàíê (1900 ã.) ñóìåë îáúÿñíèòüýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûé ñïåêòð èçëó÷åíèÿ â ñëåäóþ-ùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ:1) ñòåíêè ïîëîñòè ìîäåëèðóþòñÿ íàáîðîì îñöèëëÿòîðîâ �çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, óäåðæèâàåìûõ ëèíåéíûìè ñèëàìè âáëèçèïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ;2) îñöèëëÿòîðû ÷àñòîòû ω ïîãëîùàþò è èñïóñêàþò ýíåðãèþïîðöèÿìè:

En = ~ω n ,ãäå ~ = 1, 05·10−27 ýðã·ñ � êâàíò äåéñòâèÿ (ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà),à n � öåëîå ÷èñëî.Ôîòîý��åêò � èîíèçàöèÿ àòîìà ïîä äåéñòâèåì ïàäàþùåãîñâåòà; åãî îñíîâíûå çàêîíû; íàëè÷èå �êðàñíîé ãðàíèöû�. Ïðåä-ïîëàãàÿ, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ÷àñòîòû ω ñîñòîèò èç �î-òîíîâ γ ñ ýíåðãèåé ~ω, À. Ýéíøòåéí (1905 ã.) ðàññìîòðåë �îòî-ý��åêò êàê ïðîöåññ γ+A → e+ A+, ãäå A è A+ � àòîì è èîí.



10 �ëàâà I. ÂÂÅÄÅÍÈÅÇàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ ýòîãî ïðîöåññà èìååò âèä

~ω =
1

2
mev

2 + I ,ãäå I � ðàáîòà âûõîäà (èíà÷å, ýíåðãèÿ èîíèçàöèè). Îòñþäà ìè-íèìàëüíàÿ ÷àñòîòà �îòîíà (�êðàñíàÿ ãðàíèöà� �îòîý��åêòà)ðàâíà

ωmin =
I

~
.Ý��åêò Êîìïòîíà. À. Êîìïòîí íàáëþäàë èçìåíåíèå äëè-íû âîëíû ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ ïðè ðàññåÿíèè ðåíòãåíîâ-ñêèõ ëó÷åé íà àòîìàõ. Ý��åêò Êîìïòîíà èíòåðïðåòèðóåòñÿêàê ðàññåÿíèå �îòîíà íà àòîìàðíîì ýëåêòðîíå, êîòîðûé ìîæ-íî ñ÷èòàòü ïî÷òè ñâîáîäíûì: γ + e → γ + e (ðèñ. 1). Ýëåêòðî-ìàãíèòíóþ âîëíó ñ ÷àñòîòîé ω è âîëíîâûì âåêòîðîì k ìîæíî

�èñ. 1. Êèíåìàòèêà ý��åêòà Êîìïòîíàïðåäñòàâèòü êàê ïîòîê �îòîíîâ. �àññìîòðèì �îòîí êàê ÷àñòè-öó, ó êîòîðîé ýíåðãèÿ è èìïóëüñ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
Eγ = ~ω , pγ = ~k ,è ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþò ìåñòî îáû÷íûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿýíåðãèè è èìïóëüñà äëÿ ñîóäàðåíèÿ ÷àñòèö

~ω + E = ~ω′ + E ′, ~k + p = ~k′ + p′ .

� 1. Ïåðâûå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå ïîíÿòèÿ 11Ïîêàæèòå, ÷òî èç ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé ñëåäóåò (ïðè óñëîâèè
E2 − p2c2 = m2

ec
4 è ω2 − k2c2 = 0), ÷òî èçìåíåíèå äëèíû âîë-íû ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ ïðè ðàññåÿíèè íà ïåðâîíà÷àëüíîíåïîäâèæíîì ýëåêòðîíå ðàâíî

λ′ − λ = 4πλ−e sin2 θγ

2
, λ =

2π

k
, λ′ =

2π

k′ ,ãäå

λ−e =
~

mec
= 3, 86 · 10−11 ñì� (ïðèâåä¼ííàÿ) êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû ýëåêòðîíà. Èìåí-íî òàêîå èçìåíåíèå äëèíû âîëíû è íàáëþäàë À. Êîìïòîíîì â1923 ã.Ïîíÿòèå î íåëèíåéíîì �îòîý��åêòå è íåëèíåéíîì ý��åêòåÊîìïòîíà.Î ñâÿçè âîëíîâîãî è êâàíòîâîãî îïèñàíèÿ ñâåòà.Ïðè îáû÷íîé ðåíòãåíîãðà�èè íà �îòîïëàñòèíêå ìåñòà áîëü-øåé èëè ìåíüøåé çàñâåòêè îïðåäåëÿþòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ âîë-íû, ò. å. âåëè÷èíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-ëÿ [

E2(r) + B2(r)
]
/(8π) . Íî òàêóþ æå êàðòèíó ìîæíî ïîëó-÷èòü, èñïîëüçóÿ ðåíòãåíîâñêèé èñòî÷íèê íèçêîé èíòåíñèâíî-ñòè, ðåãèñòðèðóÿ îòäåëüíûå �îòîíû è íàêàïëèâàÿ èí�îðìà-öèþ. Â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ ïðåäñêàçàòü, ãäå èìåííî áóäåò çà-ðåãèñòðèðîâàí îòäåëüíûé �îòîí, íî ìîæíî óêàçàòü âåðîÿò-íîñòü åãî ðåãèñòðàöèè, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåíñèâíî-ñòè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû.1.2. Âîëíîâûå ñâîéñòâà ÷àñòèöÎïûòû Ý. �åçåð�îðäà ïî ðàññåÿíèþ α-÷àñòèö íà àòîìàõ(1911 ã.) ïðèâåëè ê ïëàíåòàðíîé ìîäåëè àòîìà, â êîòîðîé ðàç-ìåð ÿäðà

Rÿ ∼ 10−13 ÷ 10−12 ñì ,
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aàò ∼ 10−8 ñì .Ñòàáèëüíîñòü è ñòàíäàðòíîñòü àòîìîâ; ïðîòèâîðå÷èÿ ñ êëàññè-÷åñêîé �èçèêîé. Ïîëóêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Í. Áîðà (1913 ã.)äëÿ àòîìà âîäîðîäà.�èïîòåçà Ë. äå Áðîéëÿ î âîëíîâûõ ñâîéñòâàõ ÷àñòèö(1924 ã.) � ÷àñòèöå ñ ýíåðãèåé E è èìïóëüñîì p ñîïîñòàâëÿ-åòñÿ âîëíà ñ ÷àñòîòîé ω è âîëíîâûì âåêòîðîì k:

ω =
E

~
, k =

p

~
. (1.1)Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå âîëíîâûõ ñâîéñòâ ÷àñòèö �äè�ðàêöèÿ ýëåêòðîíîâ, íåéòðîíîâ, àòîìîâ è ò. ä.Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû îïèñûâàåò-ñÿ çàäàíèåì êîîðäèíàòû r(t0) è èìïóëüñà p(t0) â íåêîòîðûéìîìåíò âðåìåíè t0. Äàëüíåéøåå äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîòåíöè-àëüíîì ïîëå U(r) ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ� óðàâíåíèÿì �àìèëüòîíà:

dr

dt
=

∂H

∂p
,

dp

dt
= −∂H

∂r
, (1.2)ãäå

H(r, p) =
p2

2m
+ U(r) (1.3)� �óíêöèÿ �àìèëüòîíà.Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðèíöèïèàëüíî èçìåíÿåòñÿ ïîíÿ-òèå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû óæå ïîòîìó, ÷òî ó âîëíû íåò òðàåêòî-ðèè è çàäàòü îäíîâðåìåííî êîîðäèíàòó è èìïóëüñ íåâîçìîæ-íî. Îïèñàíèå âîëíîâûõ ñâîéñòâ ÷àñòèöû â íåêîòîðûé ìîìåíòâðåìåíè t0 äà¼òñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé Ψ(r, t0). Èçìåíåíèå ýòîé�óíêöèè ñî âðåìåíåì ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî óðàâíåíèþØðåäèí-ãåðà (ñì. � 4 è � 7). Ñâÿçü òàêîãî îïèñàíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì

� 1. Ïåðâûå êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå ïîíÿòèÿ 13äàåòñÿ ñëåäóþùèì ïîñòóëàòîì: êâàäðàò ìîäóëÿ âîëíîâîé�óíêöèè ïðîïîðöèîíàëåí ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, ò. å.âåðîÿòíîñòü dW (r) íàéòè ÷àñòèöó â îáúåìå dV åñòü
dW (r) ∝ |Ψ(r, t)|2 dV . (1.4)Îòñþäà âèäíî, ÷òî �óíêöèè Ψ1(r, t) è Ψ2(r, t) = eiαΨ1(r, t) çà-äàþò îäíó è òó æå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè.Ïëîñêàÿ âîëíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòèöå ñ ýíåðãèåéE = ~ω,èìïóëüñîì p = (~k, 0, 0) è ìàññîé m, èìååò âèä
Ψ(x, t) = Aei(kx−ωt) .Â ýòîé âîëíå ïîâåðõíîñòü ïîñòîÿííîé �àçû ïåðåìåùàåòñÿ ñ �à-çîâîé ñêîðîñòüþ

u =
ω

k
=

E

p
, (1.5)à çàêîí äèñïåðñèè ñîîòâåòñòâóåò íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ÷à-ñòîòû îò âîëíîâîãî âåêòîðà

ω(k) =
~k2

2m
. (1.6)�àññìîòðèì âîëíîâîé ïàêåò, áëèçêèé ê ìîíîõðîìàòè÷åñêîéâîëíå ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k0 è ÷àñòîòîé ω0 = ω(k0):

Ψ(x, t) =

∫ k0+∆k

k0−∆k

A(k0)e
i(kx−ωt) dk , (1.7)è ðàçëîæèì ÷àñòîòó ω(k) ïî ìàëîìó îòêëîíåíèþ k − k0 ≡ q äîëèíåéíûõ ÷ëåíîâ:

ω(k) = ω0 + vq + . . . , v =
∂ω

∂k

∣
∣
∣
k0

.Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì:

Ψ(x, t) = B ei(k0x−ω0t) f(x, t), B = A(k0) 2∆k , (1.8)
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f(x, t) =
1

2∆k

∫ ∆k

−∆k

ei(qx−qvt) dq =
sin[(x − vt)∆k]

(x − vt)∆k
. (1.9)Çàâèñèìîñòü �óíêöèè f 2(x, t) îò x èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.Èç �îðìóëû (8) è ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ

xvt

f 2
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü �óíêöèè f 2(x, t) èç (1.9) îò x (â êà÷åñòâå åäèíèöûäëèíû âûáðàíà âåëè÷èíà 1/∆k)

|Ψ(x, t)|2 = |Bf(x, t)|2 íàõîäèòñÿ â òî÷êå

x = vtè ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè ïàêåò äâèæåòñÿ, íå èç-ìåíÿÿ ñâîåé �îðìû, ñ ãðóïïîâîé ñêîðîñòüþ

v =
∂ω

∂k

∣
∣
∣
k0

=
∂E

∂p

∣
∣
∣
p0

=
~k0

m
. (1.10)Â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå âîëíîâûåïàêåòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîáîäíûì ÷àñòèöàì, ðàñïëûâàþòñÿèç-çà òîãî, ÷òî �àçîâàÿ ñêîðîñòü

u =
ω(k)

k
=

~k

2m
(1.11)ðàçëè÷íà äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé âîëíîâîãî âåêòîðà.

� 2. Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé. Îöåíêè 15� 2. Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé. ÎöåíêèÂ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ïëîñêîé âîëíå èìïóëüñ ÷àñòèöû èìååòîïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå, à å¼ êîîðäèíàòà ïîëíîñòüþ íå îïðåäå-ëåíà, ïîýòîìó äèñïåðñèÿ èìïóëüñà ∆p = 0, à äèñïåðñèÿ êîîð-äèíàòû ∆x = ∞. Àíàëîãè÷íî â ýòîé âîëíå ∆E = 0, ∆t = ∞.Êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ∆x è ∆t ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ âîë-íîâûå ïàêåòû, íàïðèìåð, âèäà (1.8). Èç �îðìóëû (1.8) è ðèñ. 2âèäíî, ÷òî â ýòîì ïàêåòå ïðè �èêñèðîâàííîì âðåìåíè t àìïëè-òóäà f(x, t) çàìåòíî îòëè÷íà îò íóëÿ â îáëàñòè ðàçìåðîì

∆x &
1

∆k
,ò. å.

∆p · ∆x & ~ .�àçáðîñ ÷àñòîò îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

∆ω =
∂ω

∂k
∆k = v ∆k .Ïðè �èêñèðîâàííîì x èç (1.9) ñëåäóåò, ÷òî f(x, t) çàìåòíî îò-ëè÷íà îò íóëÿ â èíòåðâàëå âðåìåí

∆t & v ∆k ∼ 1

∆ω
,ò. å.

∆E · ∆t & ~ .Îöåíèì, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå ∆x ·∆p & ~, ýíåðãèþ îñíîâ-íîãî ñîñòîÿíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà:

E =
p2

2m
+

mω2x2

2
.Ïîñêîëüêó ó îñöèëëÿòîðà ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è èì-ïóëüñà ðàâíû íóëþ (〈x〉 = 0, 〈p〉 = 0), òî èç 〈x2〉 = (∆x)2 è
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〈p2〉 = (∆p)2 ïîëó÷àåì:

E =
(∆p)2

2m
+

mω2(∆x)2

2
&

~
2

2m(∆x)2
+

1

2
mω2(∆x)2 .Ìèíèìóì �óíêöèè E(∆x) ñîîòâåòñòâóåò

∆x ∼
√

~

mω
,÷òî äàåò

Emin ∼ ~ω(òî÷íîå çíà÷åíèå Emin = 1
2~ω, ñì. � 7).Çàäà÷è2.1. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ëîáîâîì ñîóäàðåíèè ëàçåðíîãî �îòî-íà (ýíåðãèÿ ~ω) ñ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèì ýëåêòðîíîì (ýíåðãèÿ

E ≫ mec
2) ýíåðãèÿ ðàññåÿííîãî íàçàä �îòîíà ðàâíà

~ω′ =
x

x + 1
E , x =

4~ωE

m2
ec

4
.Íàéòè ~ω′ äëÿ:à) ~ω = 1, 2 ýÂ (èí�ðàêðàñíûé ëàçåð íà íåîäèìîâîì ñòåê-ëå) è E = 46 �ýÂ (óñêîðèòåëü SLAC (Ñòýí�îðä), îïûòû ïîíåëèíåéíîìó ý��åêòó Êîìïòîíà, 1996 ã.);á) ~ω = 1, 2 ýÂ è E = 5 �ýÂ (óñêîðèòåëü ÂÝÏÏ-4Ì (Íîâîñè-áèðñê), îïûòû ïî ðàñùåïëåíèþ �îòîíà íà äâà �îòîíà â ïîëåÿäðà, 1997 ã.).2.2. Ïîëàãàÿ, ÷òî äëÿ äè�ðàêöèè íà êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåò-êå ïîëåçíî èìåòü ÷àñòèöû ñ äëèíîé âîëíû λ ∼ 10−8 ñì, íàéòèýíåðãèþ �îòîíà, ýëåêòðîíà è íåéòðîíà ñ ýòîé äëèíîé âîëíû.2.3. Îöåíèòü ýíåðãèþ ýëåêòðîíà, íåîáõîäèìóþ äëÿ èçó÷åíèÿñòðîåíèÿ àòîìà (ðàçìåð a ∼ 10−8 ñì), àòîìíîãî ÿäðà (ðàçìåð

R ∼ 10−12 ñì), ïðîòîíà (ðàçìåð Rp ∼ 10−13 ñì).

� 3. Êîîðäèíàòíîå è èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèÿ. Îïåðàòîðû 172.4. Óëüòðàõîëîäíûìè íàçûâàþòñÿ íåéòðîíû, ñêîðîñòü êîòî-ðûõ v . 1 ì/ñ. Íàéòè èõ äëèíó âîëíû è òåìïåðàòóðó.2.5. Íàéòè |Ψ(x, t)|2, åñëè

A(k) = A0 e−(k−k0)
2/(2∆k)2 ,äëÿ ÷àñòèö ñ çàêîíîì äèñïåðñèè ω = ck (ýëåêòðîìàãíèòíûåâîëíû â ïóñòîòå) è

ω =
~k2

2m(íåðåëÿòèâèñòñêàÿ ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà ìàññû m).2.6. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé, îöåíèòüýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû â ïîëå U(x) = α |x|.2.7. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé, îöåíèòüãëóáèíó óðîâíÿ â îäíîìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ìåëêîé ÿìå.2.8. Îöåíèòü ìèíèìàëüíóþ ýíåðãèþ äëÿ ÷àñòèöû â ïîëå

U(x) = −V
a2

x2 + a2ïðè óñëîâèè V ma2/~
2 ≪ 1.2.9. Ïîêàæèòå, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé,÷òî ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà

Emin ∼ −me4

2~2
= −13, 6 ýÂ .

� 3. Êîîðäèíàòíîå è èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèÿ.Îïåðàòîðû �èçè÷åñêèõ âåëè÷èíÌû óæå çíàåì, ÷òî â äàííîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè Ψ(x, t)ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàéòè ÷àñòèöó â òî÷êå x, ò. å. âåëè÷èíó

dW/dx, ïðîïîðöèîíàëüíà |Ψ(x, t)|2 � êâàäðàòó ìîäóëÿ âîëíî-âîé �óíêöèè. Åñëè æå âîëíîâàÿ �óíêöèÿ Ψ(x, t) íîðìèðîâàíà
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∫ +∞

−∞
|Ψ(x, t)|2 dx = 1 ,òî

dW (x, t)

dx
= |Ψ(x, t)|2 .Îòñþäà ñðåäíåå çíà÷åíèå x ðàâíî

〈x〉 =

∫

x dW =

∫

x |ψ(x)|2 dx =

∫

ψ∗(x) x ψ(x) dx .Àíàëîãè÷íî ñðåäíåå çíà÷åíèå ëþáîé �óíêöèè F (x) ðàâíî

〈F (x)〉 =

∫

ψ∗(x) F (x) ψ(x) dx .Åñëè

ψ(x) =

∫

A(k) eikx dk ,òî âåðîÿòíîñòü íàéòè ÷àñòèöó ñ èìïóëüñîì p = ~k ïðîïîðöèî-íàëüíà |A(k)|2, èëè

dW (k)

dk
∝ |A(k)|2 .Óñëîâèþ íîðìèðîâêè â x-ïðîñòðàíñòâå

∫

|ψ(x)|2 dx = 1ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèå íîðìèðîâêè â k-ïðîñòðàíñòâå
∫

|ϕ(k)|2 dk = 1 ,ãäå

ϕ(k) =
A(k)√

2π1Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì îïóñêàòü îáîçíà÷åíèÿ ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâà-íèÿ, åñëè èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåé îñè.

� 3. Êîîðäèíàòíîå è èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèÿ. Îïåðàòîðû 19� íîðìèðîâàííûé Ôóðüå-îáðàç �óíêöèè ψ(x), ò. å.
ψ(x) =

∫

ϕ(k)
eikx

√
2π

dk , ϕ(k) =

∫

ψ(x)
e−ikx

√
2π

dx . (3.1)Ïîýòîìó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â k-ïðîñòðàíñòâå åñòü
dW (k)

dk
= |ϕ(k)|2è ñðåäíåå çíà÷åíèå �óíêöèè F (k) ðàâíî

〈F (k)〉 =

∫

F (k) dW (k) =

∫

ϕ∗(k) F (k) ϕ(k) dk .Âûðàçèì 〈p〉 ÷åðåç ψ(x). Ïîäñòàâëÿÿ â ñîîòíîøåíèå

〈p〉 =

∫

ϕ∗(k) ~k ϕ(k) dkâûðàæåíèå ϕ(k) ÷åðåç ψ(x) èç (3.1), ïîëó÷èì

〈p〉 =

∫
[
∫

ψ∗(x′)
eikx′

√
2π

dx′
]

~k

[∫

ψ(x)
e−ikx

√
2π

dx

]

dk .Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî
ke−ikx = i

d

dx
e−ikxè èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïî ïåðåìåííîé x , ïîëó÷èì îêîí÷àòåëü-íî

〈p〉 =

∫

ψ∗(x)

(

−i~
d

dx

)

ψ(x) dx .Çäåñü ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî k èñïîëüçîâàíà �îðìóëà

∫

eik(x′−x) dk = 2πδ(x′ − x) .Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàõîæäåíèè 〈p〉 ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ �îð-ìóëîé

〈p〉 =

∫

ψ∗(x) p̂ ψ(x) dx ,
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p̂ = −i~
d

dx
. (3.2)Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî íàáëþäàåìûåäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû îïèñûâàþòñÿ îïåðàòîðàìè, òàê÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå íåêîòîðîé âåëè÷èíû A â ñîñòîÿíèè ñ çà-äàííîé âîëíîâîé �óíêöèåé ψ(x) (èëè ϕ(p)) ðàâíî

〈A〉 =

∫

ψ∗(x) Â ψ(x) dx =

∫

ϕ∗(p) Â ϕ(p) dp .Â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîð èìïóëüñà â x-ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîé (3.2), à â p-ïðîñòðàíñòâå � ýòî ïðîñòî îïåðàòîð óìíî-æåíèÿ p̂ = p. Àíàëîãè÷íî îïåðàòîð x̂ = x â x-ïðîñòðàíñòâå è

x̂ = +i~
d

dpâ p-ïðîñòðàíñòâå.Èç îïåðàòîðîâ r̂ è p̂ ñòðîÿòñÿ âñå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå.Íàïðèìåð, îïåðàòîð ìîìåíòà èìïóëüñà:

M̂ = r̂ × p̂ = −i~r ×∇ .Íåñêîëüêî áîëåå ïîäðîáíî �îðìàëèçì êâàíòîâîé ìåõàíèêè èç-ëîæåí â Ïðèëîæåíèè.Çàäà÷è3.1. Äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî ÿùèêà âèäà

U(x) =







∞ ïðè x < 0

0 ïðè 0 < x < a

∞ ïðè x > aíàéòè óðîâíè ýíåðãèè En è âîëíîâûå �óíêöèè ψn(x), ïðåäïîëà-ãàÿ, ÷òî ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû âíóòðè ÿùèêà îïèñûâàåòñÿ ñòîÿ÷åé
� 3. Êîîðäèíàòíîå è èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèÿ. Îïåðàòîðû 21âîëíîé âèäà ψ(x) = A sin(kx) ñ óçëàìè íà ãðàíèöàõ ÿùèêà.Îöåíèòü En äëÿ:à) ÷àñòèöû ìàññû m ∼ 1 ã â ÿùèêå ðàçìåðîì a ∼ 1 ñì;á) ìîëåêóëû H2 â ÿùèêå ðàçìåðîì a ∼ 1 ñì; íàéòè n, ñî-îòâåòñòâóþùèé ýíåðãèè En ∼ kT , ãäå T ∼ 300 Ê; îöåíèòü

(En − En−1)/En äëÿ äàííîé ýíåðãèè;â) ýëåêòðîíà â ÿùèêå ðàçìåðîì a ∼ 10−8 ñì.Ñðàâíèòü êëàññè÷åñêóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè, îïðåäåë¼í-íóþ ñîîòíîøåíèåì
dW (x)êëàññ

dx
=

2

v(x)Têëàññ ,ãäå Têëàññ � êëàññè÷åñêèé ïåðèîä êîëåáàíèé, à

v(x) =

√

2

m
[E − U(x)]� êëàññè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû â òî÷êå x, è êâàíòîâóþ ïëîò-íîñòü âåðîÿòíîñòè dW/dx = |ψn(x)|2 ïðè n = 1 è n ≫ 1. Ïðî-âåñòè òàêîå æå ñðàâíåíèå äëÿ dW/dp � ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòèâ èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå.3.2. Íàéòè èçìåíåíèå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âîëíîâîé �óíêöèèíåðåëÿòèâèñòñêîé ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ìàññû m, åñëè â íà÷àëü-íûé ìîìåíò âðåìåíè

Ψ(r, 0) = A e−(r2/a2)+ibr .3.3. Íàéòè ϕ(k) äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè

ψ(r) =
e−r/a

√
πa3

, a =
~

2

mee2
= 0, 53 · 10−8 ñì(îñíîâíîå ñîñòîÿíèå àòîìà âîäîðîäà). Ïóñòü äàííàÿ âîëíîâàÿ�óíêöèÿ îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà ïðè t = 0.Îöåíèòü, íà êàêîì ðàññòîÿíèè îêàæåòñÿ ýëåêòðîí ÷åðåç 1 ñ.
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� 4. Îïåðàòîð �àìèëüòîíà. ÓðàâíåíèåØð¼äèíãåðàÂ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïî-òåíöèàëüíîì ïîëå U(r) èìåþò âèä (1.2) ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà(1.3). Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå êëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �àìèëüòîíà

H =
p2

2m
+ U(r)çàìåíÿåòñÿ îïåðàòîðîì �àìèëüòîíà

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(r) = − ~

2

2m
∆ + U(r) ,êîòîðûé è äîëæåí îïðåäåëÿòü ýâîëþöèþ ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû,ò. å. çàêîí èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì âîëíîâîé �óíêöèè ÷àñòèöû

Ψ(r, t).Äëÿ ïëîñêîé âîëíû

Ψ(r, t) = A ei(pr−Et)/~ ,ñîîòâåòñòâóþùåé ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé E,ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî èçìåíåíèå âîëíîâîé �óíêöèè ñî âðåìåíåìïðîèñõîäèò ñîãëàñíî óðàâíåíèþ

∂

∂t
Ψ(r, t) =

E

i~
Ψ(r, t) =

1

i~
Ĥ Ψ(r, t) , Ĥ =

p̂2

2m
.

� 4. Îïåðàòîð �àìèëüòîíà. Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà 23Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî è â îáùåì ñëó÷àå ýâîëþöèÿ âîëíîâîé�óíêöèè áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî òîìó æå çàêîíó. Êîíå÷íî, âñåýòî ëèøü íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ, ïîêàçûâàþùèå åñòåñòâåí-íîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ: â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïîñòó-ëèðóåòñÿ óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â âèäå
i~

∂Ψ(r, t)

∂t
= ĤΨ(r, t) , Ĥ = − ~

2

2m
∆ + U(r) . (4.1)Åãî òàêæå íàçûâàþò íåñòàöèîíàðíûì óðàâíåíèåì Øð¼äèíãå-ðà (E. S
hr�odinger, 1926). Áîëåå ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ýòîãîóðàâíåíèÿ áóäåò äàíî â � 8.Åñëè â ýòîì óðàâíåíèè ìîæíî ðàçäåëèòü âðåìåííûå è ïðî-ñòðàíñòâåííûå ïåðåìåííûå, çàïèñàâ

Ψ(r, t) = ψE(r) e−iEt/~ ,òî äëÿ �óíêöèè ψE(r) ìû ïîëó÷àåì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèåØð¼äèíãåðà:
Ĥ ψE(r) = E ψE(r) . (4.2)Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî óðàâíåíèå � çàäà÷à íà ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ĥ. Åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

U(r) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, òî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿèùóòñÿ â êëàññå �óíêöèé, íåïðåðûâíûõ âìåñòå ñ ïåðâûìè èâòîðûìè ïðîèçâîäíûìè. Åñëè æå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èìå-åò ðàçðûâû, òî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå âîëíîâîé �óíêöèè òàêæåìîãóò èìåòü ðàçðûâû (ñì. íèæå), íî ñàìà âîëíîâàÿ �óíêöèÿ èïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè dW/dV ∝ |ψE(r)|2 ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâ-íûìè �óíêöèÿìè.�àññìîòðèì òèïè÷íûé ïðèìåð, êîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿîáðàùàåòñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè, U(r) → 0 ïðè r → ∞, àíà êîíå÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàêè îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè áîëüøèõ çíà÷å-íèÿõ r äâèæåíèå ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé E > 0 ïî÷òè ñâîáîäíî,



24 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Ûè, ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòð çíà÷åíèé E � íåïðåðûâåí. Íàïðîòèâ,ïðè îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèÿõ E < 0 ìû èìååì äåëî ñî ñâÿçàí-íûìè ñîñòîÿíèÿìè, ÷àñòèöà íå óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü, ñïåêòðçíà÷åíèé E äèñêðåòíûé. Â ñëó÷àå ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé âîëíî-âûå �óíêöèè íîðìèðóåìû, ò. å. äëÿ íèõ

∫

|ψEn(r)|2 d3r = 1 ,è ïîòîìó äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ �óíêöèé

ψEn(r) → 0 ïðè r → ∞ .� 5. Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà. Îäíî-ìåðíûé ñëó÷àé5.1. Ïîâåäåíèå ïðîèçâîäíîé dψ(x)/dx�àññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî ñëó÷àé îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ.Ïîâåäåíèå ïðîèçâîäíîé ψ′(x) = dψ(x)/dx îïðåäåëÿåòñÿ âè-äîì ïîòåíöèàëà. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â ìàëîéîêðåñòíîñòè òî÷êè x = a, ïîëó÷àåì:

∫ a+ε

a−ε

ψ′′(x) dx = ψ′(a + ε) − ψ′(a − ε) =

=
2m

~2

∫ a+ε

a−ε

[U(x) − E] ψ(x) dx =
2m

~2
ψ(a)

∫ a+ε

a−ε

U(x) dx ,ò. å. ψ′(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x = a, åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-ãèÿ U(x) íåïðåðûâíà èëè èìååò ðàçðûâ 1-ãî ðîäà (êîíå÷íûéñêà÷îê) â ýòîé òî÷êå. Ó ïîòåíöèàëîâ, èìåþùèõ ñêà÷êè 2-ãî ðîäà(ñ óõîäîì íà áåñêîíå÷íîñòü), ψ′(x) ìîæåò èìåòü ðàçðûâû (ñì.ïðèìåð ïîòåíöèàëüíîãî ÿùèêà). Äëÿ ïîòåíöèàëüíîé δ-ÿìû
U(x) = −G δ(x − a)

� 5. Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé 25èìååì

ψ′(a + ε) − ψ′(a − ε) = −2mG

~2
ψ(a) . (5.1)5.2. Äèñêðåòíûé ñïåêòðÄèñêðåòíûå óðîâíè â îäíîìåðíîé çàäà÷å âñåãäà íåâû-ðîæäåíû, ò. å. êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè ñî-îòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñîáñòâåííàÿ�óíêöèÿ. Äîïóñòèì îáðàòíîå: ïóñòü ψ1(x) è ψ2(x) � äâå ëèíåé-íî íåçàâèñèìûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè Ĥ, îòâå÷àþùèå îäíîìóçíà÷åíèþ E. Òîãäà

ψ′′
1

ψ1
=

2m

~2
(U − E) =

ψ′′
2

ψ2
|, ,èëè

ψ′′
1ψ2 − ψ1ψ

′′
2 = 0 =

d

dx
(ψ′

1ψ2 − ψ1ψ
′
2) .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ψ′

1ψ2−ψ1ψ
′
2 = const. Äàëåå, const = 0 èç-çàïîâåäåíèÿ ψn(x) íà áåñêîíå÷íîñòè. Â èòîãå, ψ1 = Cψ2, ò. å. ýòè�óíêöèè ëèíåéíî çàâèñèìû.Â îäíîìåðíîé çàäà÷å äèñêðåòíûå óðîâíè ÷¼òíîãî ãàìèëü-òîíèàíà, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì

Ĥ(−x) = +Ĥ(x) ,èìåþò îïðåäåë¼ííóþ ÷¼òíîñòü, ò. å. ëèáî

ψn(−x) = +ψn(x) ,ëèáî

ψn(−x) = −ψn(x) .Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òàêîãî ãàìèëüòîíèàíà �óíêöèè ψn(x) è

ψn(−x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè, îòâå÷àþùèìè îäíîìó è òîìó æå



26 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Ûçíà÷åíèþ ýíåðãèè En, à òàê êàê â îäíîìåðíîé çàäà÷å ýòîò óðî-âåíü íåâûðîæäåí, òî

ψn(x) = C ψn(−x) .Ñäåëàâ åùå îäíî îòðàæåíèå êîîðäèíàò, ïîëó÷èì

ψn(−x) = Cψn(x) = C2ψn(−n) ,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

C = ± 1 .5.3. Ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà�àññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó ñ ãëóáèíîé

V è øèðèíîé 2a, ò. å.

U(x) =

{
−V ïðè |x| < a

0 ïðè |x| > a .Ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì îòâå÷àåò ýíåðãèÿ E < 0, ïðè ýòîì óðàâ-íåíèå Øð¼äèíãåðà èìååò âèä

ψ′′ + k2ψ = 0 ïðè |x| < a, ~k =
√

2m(V − |E|)
ψ′′ − κ

2ψ = 0 ïðè |x| > a, ~κ =
√

2m|E| .Èùåì ðåøåíèÿ òàêèå, ÷òîáû ψ(x) è ψ′(x) áûëè íåïðåðûâíû,÷òîáû ψ(x) → 0 ïðè x → ±∞ è ÷òîáû ψ(x) áûëà ëèáî ÷¼òíîé,ëèáî íå÷¼òíîé �óíêöèåé, òàê êàê Ĥ(−x) = Ĥ(x).×¼òíûå ðåøåíèÿ èìåþò âèä

ψ(x) =

{
A cos kx ïðè |x| < a

Be−κ|x| ïðè |x| > a .Èç íåïðåðûâíîñòè ψ′(x)/ψ(x) â òî÷êå x = a ïîëó÷àåì óðàâíå-íèå

tg ka =
κ

k
=

√

2mV

~2k2
− 1 ,

� 5. Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé 27äàþùåå äèñêðåòíûé ðÿä çíà÷åíèé kn èëè En (ýíåðãèÿ êâàíòó-åòñÿ).Íå÷¼òíûå ðåøåíèÿ èìåþò âèä
ψ(x) =

{
C sin kx ïðè |x| < a

±De−κ|x| ïðè x ≷ ±a
,à óðîâíè ýíåðãèè îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ

−ctg ka =
κ

k
=

√

2mV

~2k2
− 1 .Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ÷¼òíûå è íå÷¼òíûå óðîâíè ÷åðåäóþò-ñÿ è ÷òî ñàìûé íèæíèé (îñíîâíîé) óðîâåíü ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì.Ïðè ýòîì õîòÿ áû îäíî ÷¼òíîå ðåøåíèå èìååòñÿ ïðè ïðîèçâîëü-íîì çíà÷åíèè V , íàïðîòèâ, ïåðâîå íå÷¼òíîå ðåøåíèå âîçíèêàåòëèøü ïðè ka > π/2, ò. å. ïðè

V >
π2

~
2

8ma2 .Èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü, êàê ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð ðåøåíèÿ â çà-âèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãëóáèíîé ÿìû V è õàðàêòåð-íîé ýíåðãèåé
E õàð =

~
2

ma2 .Ìû áóäåì íàçûâàòü ÿìó ãëóáîêîé èëè ìåëêîé â çàâèñèìîñòè îòòîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ïàðàìåòð

ξ =
V

E õàð =
V ma2

~
2áîëüøèì, ξ ≫ 1, èëè ìàëûì, ξ ≪ 1. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî,÷òî ïàðàìåòð ξ çàâèñèò îò ïðîèçâåäåíèÿ V a2, òàê ÷òî ãëóáîêàÿ(èëè ìåëêàÿ) ÿìà îäíîâðåìåííî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òàêæåêàê øèðîêàÿ (èëè óçêàÿ) ÿìà.



28 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÛÂ ãëóáîêîé ÿìå, V ≫ E õàð, óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåð-ãèè íèçêèõ ÷¼òíûõ ñîñòîÿíèé tg ka ≈ ∞ ñîîòâåòñòâóåò óñëîâè-ÿì êâàíòîâàíèÿ

ka =
π

2
(n + 1), n = 0, 2, 4, . . . ,à óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè íèçêèõ íå÷¼òíûõ ñîñòîÿ-íèé ctg ka ≈ −∞ ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì êâàíòîâàíèÿ

ka =
π

2
(n + 1), n = 1, 3, 5, . . . .Òàêèì îáðàçîì, â ãëóáîêîé ÿìå íèçêèå óðîâíè ýíåðãèè

En = −V +
(~kn)2

2m
= −V +

π2
~

2

8ma2 (n + 1)2 , n = 0, 1, 2, 3, . . .ñîâïàäàþò ñ óðîâíÿìè ýíåðãèè ïîòåíöèàëüíîãî ÿùèêà øèðè-íîþ 2a (ñð. çàäà÷ó 3.1).Ïîêàæèòå, ÷òî â ìåëêîé ÿìå, V ≪ E õàð, ñóùåñòâóåò ëèøüîäíî ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé

E0 = −~
2
κ

2
0

2m
= −2

V 2

E õàð , κ0 =
2aV m

~2è ÷¼òíîé âîëíîâîé �óíêöèåé

ψ0(x) ≈ √
κ0 e−κ0|x| .Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñóãóáî íåêëàññè÷åñêèé õàðàêòåð ýòîãîñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âåðîÿòíîñòü íàéòè ÷à-ñòèöó âíóòðè ÿìû ìàëà:

W (|x| < a) =

∫ a

−a

|ψ0(x)|2 dx ≈ 2κ0a ≪ 1 ,à õàðàêòåðíûé ðàçìåð îáëàñòè, çàíèìàåìîé âîëíîâîé �óíêöè-åé, âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ øèðèíîé ÿìû:
∆x ∼ 1

κ0
≫ a .

� 5. Ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé 29Ïîêàæèòå, èñïîëüçóÿ óñëîâèå (5.1), ÷òî ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-ãèè

U(x) = −G δ(x)ñîîòâåòñòâóåò ìåëêàÿ ÿìà ñ
κ0 =

mG

~2
.5.4. Îñöèëëÿöèîííàÿ òåîðåìàÄëÿ ÷àñòèöû â ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ëåãêîóñìîòðåòü ñëåäóþùåå õàðàêòåðíîå ñâîéñòâî âîëíîâîé �óíêöèè,îòâå÷àþùåé ýíåðãèè En: ýòà �óíêöèÿ èìååò ðîâíî n íóëåé ïðèêîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàòû x. Îêàçûâàåòñÿ, è â îáùåìñëó÷àå èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî, èìåííî, ìîæíî äî-êàçàòü î÷åíü ïîëåçíóþ â ïðèëîæåíèÿõ îñöèëëÿöèîííóþ òåîðå-ìó (ñì., íàïðèìåð, êíèãó Ìåññèà À. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà. Ì.:Íàóêà, 1978; ãë. III � 12).Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ψn(x), ñîîòâåòñòâó-þùàÿ (n+1)-ó ïî âåëè÷èíå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè En,îáðàùàåòñÿ â íóëü (ïðè êîíå÷íûõ x) n ðàç.Çàäà÷è5.1. Íàéòè óðîâíè ýíåðãèè En è âîëíîâûå �óíêöèè ψn(x) äëÿ÷àñòèöû â ïîëå

U(x) =







∞ ïðè x < 0

−V ïðè 0 < x < a

0 ïðè x > a .5.2. Íàéòè ϕ(p) è 〈p2〉 äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû âïîëå

U(x) = −G δ(x) .



30 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û5.3. Íàéòè óðîâíè ýíåðãèè è âîëíîâûå �óíêöèè ñâÿçàííûõñîñòîÿíèé ÷àñòèöû â ïîëå äâóõ δ-ÿì

U(x) = −G δ(x + a) − G δ(x − a)ïðè óñëîâèè a ≫ ~
2/(mG). Èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü óðîâíåéýíåðãèè îò ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó ÿìàìè.5.4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ G0 â ïîëå

U(x) = −G δ(x − a) + G0 δ(x) − G δ(x + a)èñ÷åçàþò ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ? Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûé îòâåò,óòî÷íèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ξ = mGa/~
2 èìååòñìûñë ïîäîáíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.� 6. Ýðìèòîâû îïåðàòîðûÍàçîâåì îïåðàòîð B̂ ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûì ê îïåðàòîðó

Â, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ �óíêöèé ψ1 è ψ2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-ñòâî ∫

ψ∗
1Âψ2 dx =

∫

(B̂ψ1)
∗ψ2 dx .Òàêîé îïåðàòîð îáîçíà÷èì B̂ = Â+. Åñëè Â = Â+, ò. å. îïåðàòîðñîâïàäàåò ñî ñâîèì ýðìèòîâî ñîïðÿæåííûì (âìåñòå ñ îáëàñòüþîïðåäåëåíèÿ), íàçîâåì åãî ýðìèòîâûì (èëè ñàìîñîïðÿæåí-íûì). Äëÿ ýðìèòîâà îïåðàòîðà

∫

ψ∗
1Âψ2 dx =

∫

(Âψ1)
∗ ψ2 dx .Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâà îïåðàòîðà âåùåñòâåííû.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ψλ � ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïåðàòîðà Âñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ, ò. å. åñëè

Â ψλ = λ ψλ,

� 6. Ýðìèòîâû îïåðàòîðû 31òî èç ñîîòíîøåíèÿ

∫

ψ∗
λ Â ψλ dx =

∫

(Â ψλ)
∗ ψλ dxñëåäóåò, ÷òî λ = λ∗.Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ýðìèòîâàîïåðàòîðà ∫

ψ∗ Â ψ dx â êàêîì-ëèáî êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè ψ �âåùåñòâåííîå ÷èñëî.Âñå îïåðàòîðû �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ýðìèòîâû.Ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå �óíêöèè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûìñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ýðìèòîâà îïåðàòîðà, âçàèìíî îðòîãî-íàëüíû. Äëÿ ýòîãî äîìíîæèì ðàâåíñòâî Â ψλ = λ ψλ ñëåâà íà

ψ∗
µ, à ðàâåíñòâî (Â ψµ)∗ = µ ψ∗

µ ñïðàâà íà ψλ. Ïðîèíòåãðèðîâàâïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ, íàéäåì
λ

∫

ψ∗
µ ψλ dx = µ

∫

ψ∗
µψλ dx ,ò. å. ∫

ψ∗
µ ψλ dx = 0 ïðè µ 6= λ .Â ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ (êîãäà íåñêîëüêî ñîáñòâåííûõ �óíêöèéîòâå÷àþò îäíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ) ìîæíî âûáðàòü ñîá-ñòâåííûå �óíêöèè îðòîãîíàëüíûìè è ñîîòâåòñòâåííî èñïîëü-çîâàòü îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó �óíêöèé

∫

ψ∗
m(x) ψn(x) dx = δmnäëÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà è

∫

ψ∗
λ(x) ψλ′(x) dx = δ(λ − λ′)äëÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà.Ïîëíîòà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ýðìèòîâîãî îïåðà-òîðà îçíà÷àåò, ÷òî ëþáóþ �óíêöèþ f(x) èç ðàññìàòðèâàåìîãî



32 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Ûêëàññà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

f(x) =
∑

n

an ψn(x); an =

∫

ψ∗
n(x′)f(x′) dx′ .Åñëè â ïåðâîå ðàâåíñòâî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ an, òî ïî-ëó÷èì ñîîòíîøåíèå

f(x) =

∫

f(x′)
∑

n

ψn(x) ψ∗
n(x′) dx′ .Ïîýòîìó èç ïîëíîòû ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñëåäóåò, ÷òî

∑

n

ψn(x) ψ∗
n(x′) = δ(x − x′) .Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà p̂ èìååì

∫

ψp(x) ψ∗
p(x

′) dp =
1

2π~

∫

eip(x−x′)/~ dp = δ(x − x′) .Äèðàêîâñêèå îáîçíà÷åíèÿÄèðàê ïðåäëîæèë óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëå-ìåíòà îïåðàòîðà Â:

Afi =

∫

ψ∗
f(x) Â ψi(x) dx = 〈f |Â|i〉 .Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýðìèòîâîñòü îïåðàòîðà èìååò âèä

〈f |Â|i〉 =
(

〈i|Â|f〉
)∗

,îðòîíîðìèðóåìîñòü âîëíîâûõ �óíêöèé îçíà÷àåò
〈f |i〉 = δfi ,à èõ ïîëíîòà � ∑

n

|n〉 〈n| = 1 .

� 7. Ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð 33Çàäà÷è6.1. Íàéòè îïåðàòîðû, ñîïðÿæåííûå ê îïåðàòîðàì
Â =

d

dx
, B̂ = i

d

dx
, Ĉ = mωx + ~

d

dx
.6.2. Äëÿ îïåðàòîðà Ĉ, îïðåäåë¼ííîãî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å,íàéòè ñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïðîâå-ðèòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà ìîãóò áûòüêîìïëåêñíûìè, à ñîáñòâåííûå �óíêöèè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷-íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, íå îáÿçàòåëüíî îðòîãîíàëüíû.6.3. Ïóñòü Â � ýðìèòîâ îïåðàòîð, Â = Â+. Ïîêàæèòå, ÷òîñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ýòîãî îïåðàòîðà íåîòðèöàòåëüíî:

〈ψ| Â2 |ψ 〉 ≥ 0.6.4. Íàéòè ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà x̂ â x- è p-ïðåä-ñòàâëåíèÿõ. Òî æå äëÿ îïåðàòîðà p̂.6.5. Íàéòè âèä îïåðàòîðà Â = 1/r â èìïóëüñíîì ïðîñòðàí-ñòâå.� 7. Ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð�àññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè ÷àñòèöû ìàññû m â ïîëå

U(x) = 1
2mω2x2. Ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû è ââåäåí-íûå ïîíÿòèÿ îêàæóòñÿ ïîëåçíûìè ïðè èçó÷åíèè êîëåáàíèé ìî-ëåêóë, ÿäåð, êðèñòàëëè÷åñêèõ ðåøåòîê, ïðè êâàíòîâàíèè ýëåê-òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ò. ä.7.1. Óðîâíè ýíåðãèè è âîëíîâûå �óíêöèèÂ ýòîé çàäà÷å åñòåñòâåííàÿ ñèñòåìà åäèíèö âêëþ÷àåò ~, m,

ω. Èç íèõ ñòðîèòñÿ åäèíèöà äëèíû

ℓ =

√

~

mω



34 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Ûýíåðãèè ~ω è ò. ä. (íàéäèòå åäèíèöû âðåìåíè, ñêîðîñòè, èì-ïóëüñà, ñèëû). Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì:

x′ =
x

ℓ
, E ′ =

E

~ω
;ïðè ýòîì îáû÷íàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ψ(x) ñâÿçàíà ñ áåçðàçìåð-íîé âîëíîâîé �óíêöèåé ψ̃(x′) ñîîòíîøåíèåì

ψ(x) =
ψ̃(x/ℓ)√

ℓ
.Òîãäà ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â âèäå

d2ψ̃(x′)

dx′2 + (2E ′ − x′2)ψ̃(x′) = 0 ;â äàëüíåéøåì çíàêè òèëüäû è øòðèõà îïóñêàåì.Ïðè x → ±∞ èìååì d2ψ/dx2 = x2ψ, ò. å. ψ → e±x2/2. Ïîýòî-ìó èùåì íîðìèðóåìûå, óáûâàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèÿâ âèäå

ψ(x) = e−x2/2 v(x) ,ãäå �óíêöèÿ v(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

v′′(x) − 2xv′(x) + (2E − 1)v(x) = 0 .Èùåì v(x) â âèäå ðÿäà

v(x) =

∞∑

s=0

asx
s.Âîçíèêàþùåå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå

∑

s

xs [(2E − 1 − 2s) as + (s + 1)(s + 2) as+2] = 0ïðèâîäèò ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ êîý��èöèåíòîâ
as+2 =

2s + 1 − 2E

(s + 1)(s + 2)
as .

� 7. Ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð 35Îíî îçíà÷àåò â ÷àñòíîñòè, ÷òî �óíêöèÿ v(x) ñîäåðæèò ñëàãàå-ìûå îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè. Óñëîâèå
lim
s→∞

as+2

as
=

2

s
→ 0îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà ïðè âñåõ x, íî ïðè x → ±∞�óíêöèÿ v(x) àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ �óíêöèåé

∑

k

(x)2k

k!
= ex2

.×òîáû ïîëó÷èòü ψ(x) → 0 ïðè x → ±∞, íåîáõîäèìî ðÿä äëÿ

v(x) îáîðâàòü ïðè íåêîòîðîì s = n, ïîëîæèâ
2E = 2n + 1 .Â èòîãå ïîëó÷àåì óðîâíè ýíåðãèè è íîðìèðîâàííûå âîëíîâûå�óíêöèè:

En = n + 1

2
, ψn(x) =

e−x2/2

4
√

π

Hn(x)√
n! 2n

, n = 0, 1, 2, . . . .Çäåñü Hn(x) � ïîëèíîìû Ýðìèòà:

H0(x) = 1, H1(x) = 2x, Hn+1(x) = 2xHn(x) − 2nHn−1(x) .Ïîëèíîì Ýðìèòà Hn(x) èìååò, â ñîãëàñèè ñ îñöèëëÿöèîííîéòåîðåìîé, n íóëåé, âñå îíè ðàñïîëîæåíû â êëàññè÷åñêè äîñòóï-íîé îáëàñòè |x| < an, ãäå

an =
√

2En =
√

n + 1/2� àìïëèòóäà êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ñ ýíåðãèåé En. Îòìåòèì,÷òî ñîñòîÿíèå ψn(x) èìååò îïðåäåë¼ííóþ ÷¼òíîñòü:

ψn(−x) = (−1)n ψn(x) .Èíòåðåñíî ñðàâíèòü êëàññè÷åñêîå è êâàíòîâîå îïèñàíèå ëè-íåéíîãî îñöèëëÿòîðà. Äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâàÿ
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�èñ. 3. Êâàíòîâàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèë-ëÿòîðà (ïóíêòèðíûå ëèíèè îòìå÷àþò êëàññè÷åñêè äîñòóïíóþ îáëàñòü äâè-æåíèÿ)

x

dWêëàñ

dx
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0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

�èñ. 4. Êëàññè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îñ-öèëëÿòîðà E0 = 1/2ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè � âåëè÷èíà |ψ0(x)|2 � èçîáðàæåíàíà ðèñ. 3. Êëàññè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ�óíêöèåé (ñð. çàäà÷ó 3.1)

dW (x)êëàññ

dx
=

2

v(x)Têëàññ =







1
π
√

a2
n − x2

ïðè |x| < an

0 ïðè |x| > an ,äëÿ E0 = 1/2 ýòà �óíêöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4. Âèäíî ðåç-êîå ðàçëè÷èå êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé êàðòèíû äëÿ îñíîâ-íîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ âûñîêîâîçáóæä¼ííîãî ñîñòîÿíèÿ n = 30êâàíòîâàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïîêàçàíà íà ðèñ. 5, íà ýòîì
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|ψ30(x)|2
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�èñ. 5. Êâàíòîâàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ n = 30 (ïóíêòèðíîé ëèíè-åé èçîáðàæåíà êëàññè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ òîé æå ýíåðãèèîñöèëëÿòîðà)æå ðèñóíêå ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíà êëàññè÷åñêàÿ ïëîò-íîñòü âåðîÿòíîñòè äëÿ òîé æå ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà. Âèäíî, ÷òîóñðåäí¼ííîå çíà÷åíèå �óíêöèè |ψ30(x)|2 ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäà-åò ñ êëàññè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì â êëàññè÷åñêè äîñòóïíîé îá-ëàñòè.7.2. Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ êâàíòàÂâåäåì îïåðàòîðû

â = 1
√

2
(x + ip̂) , â+ = 1

√

2
(x − ip̂) , (7.1)äëÿ êîòîðûõ ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä

â â+ − â+ â = 1. (7.2)Íàïîìíèì, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå âåëè÷èíû a è ia∗ ÿâëÿ-þòñÿ êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè, äëÿ êîòîðûõ �óíêöèÿ �à-ìèëüòîíèàí H = a∗a.



38 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÛÂ êâàíòîâîé ìåõàíèêå îïåðàòîð �àìèëüòîíà îñöèëëÿòîðà ÷å-ðåç ââåäåííûå îïåðàòîðû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Ĥ = 1

2
(â+â + ââ+) . (7.3)Èñïîëüçóÿ ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (2), íåòðóäíî ïîêà-çàòü, ÷òî îïåðàòîð �àìèëüòîíà ìîæåò áûòü âûðàæåí òàêæå ââèäå

Ĥ = â+â + 1

2
= ââ+ − 1

2
(7.4)è ÷òî

Ĥâ+ = â+
(

Ĥ + 1
)

, Ĥâ = â
(

Ĥ − 1
)

. (7.5)Ïóñòü |n〉 � íîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îñöèëëÿòîðà ñ ýíåðãè-åé En = n + 1
2, ò. å.

Ĥ |n〉 = En |n〉 = (n + 1

2
) |n〉 .Òîãäà â+ |n〉 è â |n〉 � ñîñòîÿíèÿ (íåíîðìèðîâàííûå) ñ ýíåðãèåé

En + 1 è En − 1 ñîîòâåòñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, èç (5) ñëåäóåò,÷òî

Ĥâ+ |n〉 = â+(Ĥ + 1) |n〉 = (En + 1) â+ |n〉,à òàêæå àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ â |n〉:

Ĥâ |n〉 = (En − 1) â |n〉 .Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå îïåðàòîðà â+ íà ñîñòîÿíèå |n〉 ïåðå-âîäèò åãî â ñîñòîÿíèå |n+1 〉, ò. å. ïîâûøàåò ýíåðãèþ ñîñòîÿíèÿíà 1 (íà ~ω â îáû÷íûõ åäèíèöàõ):

â+ |n 〉 = cn |n + 1 〉 , (7.6)à äåéñòâèå îïåðàòîðà â íà ñîñòîÿíèå |n〉 ïåðåâîäèò åãî â ñîñòîÿ-íèå |n−1 〉, ò. å. ïîíèæàåò ýíåðãèþ ñîñòîÿíèÿ íà 1. Ýòî ïîçâîëÿ-åò èñïîëüçîâàòü óäîáíóþ èíòåðïðåòàöèþ: ñîñòîÿíèå |n 〉 ñîäåð-æèò n îäèíàêîâûõ ÷àñòèö (êâàíòîâ) ñ ýíåðãèåé E = 1 (èëè ~ω

� 7. Ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð 39â îáû÷íûõ åäèíèöàõ) êàæäàÿ, îïåðàòîð â+ íàçûâàþò ïîâûøà-þùèì îïåðàòîðîì, èëè îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ òàêîé ÷àñòèöû, àîïåðàòîð â � ïîíèæàþùèì îïåðàòîðîì, èëè îïåðàòîðîì óíè-÷òîæåíèÿ. Çàìåòèì åùå, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà
n̂ = â+â = Ĥ − 1

2ðàâíû n, ïîýòîìó n̂ íàçûâàþò îïåðàòîðîì ÷èñëà ÷àñòèö.Íàéäåì êîý��èöèåíò cn. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì íîðìó âåêòîðà(6):

〈n| ââ+ |n 〉 = 〈n| Ĥ + 1

2
|n 〉 = n + 1 = c2

n .Îòñþäà cn =
√

n + 1. Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå |n 〉 ìîæåò áûòüçàïèñàíî òàê:
|n 〉 =

(â+)n√
n !

|0 〉 ,à îòëè÷íûì îò íóëÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿè óíè÷òîæåíèÿ ðàâíû
〈n + 1| â+ |n 〉 = 〈n| â |n + 1 〉 =

√
n + 1 . (7.7)Îòñþäà ìîæíî íàéòè è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû êîîðäèíàòû:

〈n + 1|x |n 〉 = 〈n|x |n + 1 〉 =

√

n + 1

2
. (7.8)Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíàèç óñëîâèÿ

â ψ0(x) = 0 ,÷òî äàåò

ψ0(x) =
e−x2/2

4
√

π
.Â èòîãå ïîëó÷àåì êîìïàêòíîå âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîé �óíê-öèè ñ ïðîèçâîëüíûì n:

ψn(x) =
(â+)n√

n !

e−x2/2

4
√

π
.



40 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÛÇàäà÷è7.1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè îñöèë-ëÿòîð íàõîäèòñÿ â êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíîé îáëàñòè |x| > ℓ.7.2. Íàéòè ϕn(p) äëÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà. Ñðàâíèòü êëàñ-ñè÷åñêóþ dWêëàññ/dp è êâàíòîâóþ |ϕ0(p)|2 ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-ñòè â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè n = 0.7.3. Íàéòè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû pfi, (x2)fi, (p2)fi äëÿ ëèíåé-íîãî îñöèëëÿòîðà.7.4. Íàéòè ∆x è ∆p äëÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà â n-ì ñîñòî-ÿíèè.7.5. ×àñòèöà íàõîäèòñÿ â îñöèëëÿòîðíîì ïîëå U(x) =
1
2mω2x2 â ñîñòîÿíèè, çàäàííîì âîëíîâîé �óíêöèåé

ψ(x) =
C

x2 + a2
, C =

√

2a3

π
.Íàéòè âåðîÿòíîñòè W0 è W1 òîãî, ÷òî ïðè èçìåðåíèè ýíåðãèè÷àñòèöû áóäóò íàéäåíû çíà÷åíèÿ, ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî 1

2~ωè 3
2~ω. Ïðè âû÷èñëåíèè W0 ñ÷èòàòü, ÷òî a ≪

√

~/(mω).7.6. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå êîììóòàòîðà êèíåòè÷åñêîé K̂ èïîòåíöèàëüíîé U ýíåðãèé äëÿ n-ãî ñîñòîÿíèÿ ëèíåéíîãî îñöèë-ëÿòîðà, ò. å. âåëè÷èíó

∫

ψ∗
n(x) [K̂, U ] ψn(x) dx , K̂ =

p̂2

2m
, U =

mω2x2

2
.

� 8. Ýâîëþöèÿ âîëíîâîé �óíêöèè ñî âðåìåíåì�àññìîòðèì ïîäðîáíåå íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãå-ðà

i~
∂Ψ(r, t)

∂t
= ĤΨ(r, t) , Ĥ = − ~

2

2m
∆ + U(r) ,

� 8. Ýâîëþöèÿ âîëíîâîé �óíêöèè ñî âðåìåíåì 41êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïîñòóëàòîâ êâàíòîâîé ìå-õàíèêè (ñì. � 4). Åãî ñâîéñòâà:� óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ëèíåéíî, ïîýòîìó åñëè Ψ1(r, t) è
Ψ2(r, t) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿØð¼äèíãåðà, òî èõ ëèíåéíàÿ êîì-áèíàöèÿ

c1Ψ1(r, t) + c2Ψ2(r, t)òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (ïðèíöèïñóïåðïîçèöèè);� óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê ïî âðåìå-íè, ïîýòîìó çíà÷åíèå Ψ(r, t) â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ïîëíî-ñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ, åñëè èçâåñòíà Ψ(r, t0) â íåêîòîðûé ìîìåíòâðåìåíè t0 (ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè â êâàíòîâîé ìåõàíè-êå).Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ
Ψ(r, t) = ψn(r) e−iEnt/~ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè |Ψ(r, t)|2 íå çàâèñèò îò t. Îáùåå ðåøå-íèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòàöèîíàðíûìðåøåíèÿì

Ψ(r, t) =
∑

n

cn e−iEnt/~ ψn(r) ,ãäå
cn =

∫

ψ∗
n(r′) Ψ(r′, 0) d3r′ .Òàêèì îáðàçîì, ýâîëþöèÿ Ψ(r, t) ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îïèñûâà-åòñÿ óðàâíåíèåì

Ψ(r, t) =

∫

G(r, r′, t) Ψ(r′, 0) d3r′ ,

G(r, r′, t) =
∑

n

ψn(r) ψ∗
n(r′) e−iEnt/~ .



42 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÛÔóíêöèÿ �ðèíà G(r, r′, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

i~
∂G(r, r′, t)

∂t
= Ĥ(r) G(r, r′, t)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

G(r, r′, 0) =
∑

n

ψn(r) ψ∗
n(r′) = δ(r − r′) .Èç �îðìóëû äëÿ ñðåäíåé ýíåðãèè â äàííîì ñîñòîÿíèè

〈E〉 =

∫

Ψ∗(r, t) Ĥ Ψ(r, t) d3r =
∑

n

En |cn|2âèäíî, ÷òî cn åñòü àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü ó ñè-ñòåìû ýíåðãèþ En. Íàáîð âåëè÷èí cn åñòü âîëíîâàÿ �óíêöèÿñèñòåìû â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè.� 9. Ïëîòíîñòü òîêàÈçìåíåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ̺(r, t) = |Ψ(r, t)|2 ñî âðå-ìåíåì îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

∂̺

∂t
= Ψ∗ ∂Ψ

∂t
+

∂Ψ∗

∂t
Ψ .Ïîäñòàâèâ ∂Ψ / ∂t èç óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà, ïîëó÷èì óðàâíå-íèå íåïðåðûâíîñòè:

∂̺

∂t
=

i~

2m

[
Ψ∗∇2Ψ −

(
∇2Ψ∗) Ψ

]
= −∇j ,ãäå ïëîòíîñòü òîêà

j =
1

2m

[
Ψ∗(−i~∇Ψ) + (−i~∇Ψ)∗ Ψ

]
.Ââåäåì îïåðàòîð ñêîðîñòè

v̂ =
−i~∇

m
,

� 10. Îäíîìåðíîå ðàññåÿíèå 43òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè òîêà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
j =

1

2
(Ψ∗ v̂ Ψ + êîìï. 
îïð. ) . (9.1)Åñëè ïðåäñòàâèòü âîëíîâóþ �óíêöèþ â âèäå

Ψ =
√

̺ eiφ ,ãäå ̺ è φ � âåùåñòâåííûå �óíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè è

̺ = |Ψ|2, òî

j = ̺
~∇φ

m
,ò. å. ïëîòíîñòü òîêà îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà âîëíî-âàÿ �óíêöèÿ èìååò �àçó φ ñ íåòðèâèàëüíîé çàâèñèìîñòüþ îòêîîðäèíàò.Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïëîñêîé âîëíû

Ψ = A ei(kr−ωt)ïëîòíîñòü òîêà ðàâíà
j = |A|2 v , ãäå v =

~k

m
.� 10. Îäíîìåðíîå ðàññåÿíèå�àññìîòðèì ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì óêàçàí-íîãî íà ðèñ. 6 âèäà:

U(x) →
{

0 ïðè x → −∞
V ïðè x → +∞ .Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ðàññåÿíèÿ ïðè E > V �îðìóëèðóåòñÿòàê. Ñëåâà èìååòñÿ ïàäàþùàÿ è îòðàæåííàÿ âîëíû, ñïðàâà �ïðîøåäøàÿ âîëíà, ò. å. àñèìïòîòèêè âîëíîâîé �óíêöèè òàêîâû:

Ψ → eiωt

{
eikx + A e−ikx, ~k =

√
2mE ïðè x → −∞

B eik1x, ~k1 =
√

2m(E − V ) ïðè x → +∞ .
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x

V

U(x)

�èñ. 6. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîìåðíîãî ðàññåÿíèÿÑîîòâåòñòâóþùèå x-êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè òîêà ðàâíû:

jïàä =
~k

m
, jîòð = −|A|2 ~k

m
, jïðîø = |B|2~k1

m
.Îïðåäåëèì êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ D è îòðàæåíèÿ R ñî-îòíîøåíèÿìè

D =
jïðîø

jïàä , R =
|jîòð|
jïàä , R + D = 1 ,òîãäà

D =
k1

k
|B|2 , R = |A|2 .Îïòè÷åñêèé àíàëîã ýòîé êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé çàäà÷è � îò-ðàæåíèå ñâåòà ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè íà ïëîñêóþ ãðàíèöóðàçäåëà äâóõ ñðåä ñ ðàçíûìè ïîêàçàòåëÿìè ïðåëîìëåíèÿ. Â îï-òèêå âîëíîâîé âåêòîð

k ≡ 2π

λ
=

ω

c
n,ãäå n � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ. Íàøåé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåòñèòóàöèÿ, êîãäà ñïðàâà � âàêóóì, à ñëåâà � ñòåêëî.Â ñëó÷àå 0 < E < V àñèìïòîòèêà ïðè x → +∞ èçìåíÿåòñÿ:

ψ → eiωt B e−κx, ~κ =
√

2m(V − E) ïðè x → +∞ .

� 9. Îäíîìåðíîå ðàññåÿíèå 45Â ýòîì ñëó÷àå îïòè÷åñêèé àíàëîã � ïîëíîå âíóòðåííåå îòðàæå-íèå ñâåòà ïðè ïàäåíèè ïîä íåêîòîðûì óãëîì íà ãðàíèöó ðàçäåëàñòåêëî�âàêóóì.Çàäà÷è10.1. ×àñòèöà íàõîäèòñÿ â ïîëå U(x) = −G δ(x). Ïðè t = 0âîëíîâàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä
Ψ(x, 0) =

e−|x|/b
√

b
.Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè t → ∞ ÷àñòèöà îêàæåòñÿ âîñíîâíîì ñîñòîÿíèè ψ0(x).10.2. Òîò æå âîïðîñ äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïðè

Ψ(x, 0) =
e−x2/(2b2)

(πb2)1/4
.

x

V

U(x)

�èñ. 7. Ïîòåíöèàëüíàÿ �ñòóïåíüêà�10.3. Äëÿ ïîëÿ, îïèñàííîãî â çàäà÷å 5.3, îïðåäåëèòü Ψ(x, t),åñëè ïðè t < 0 ìåæäó ÿìàìè áûëà íåïðîíèöàåìàÿ ïåðåãîðîä-êà è ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â ñòàöèîíàðíîì ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèèâáëèçè ëåâîé ÿìû.10.4. Íàéòè �óíêöèþ �ðèíà äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû.



46 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û10.5. Íàéòè êîý��èöèåíòû D è R äëÿ ÷àñòèöû â ïîëå(ðèñ. 7)

U(x) =

{
0 ïðè x < 0 ,

V ïðè x > 0 .Óêàçàòü îïòè÷åñêóþ àíàëîãèþ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè îòðàæåíèèîò îïòè÷åñêè áîëåå ïëîòíîé ñðåäû ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ ïîëóâîë-íû. ×åìó ñîîòâåòñòâóåò ýòî ÿâëåíèå â äàííîé çàäà÷å? �àññìîò-ðåòü ïðåäåë ~ → 0.10.6. Íàéòè êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ D äëÿ ÷àñòèöû â ïî-ëå ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ãëóáèíîþ V è øèðèíîþ

a (ðèñ. 8). Äàòü ãðà�èê D(E), óêàçàòü óñëîâèå ïðîçðà÷íîñòè.

x
0 a

E

−V

U(x)

�èñ. 8. Ïðîõîæäåíèå ÷àñòèöû íàä îäíîìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëü-íîé ÿìîéÈñïîëüçóÿ îïòè÷åñêóþ àíàëîãèþ, óêàçàòü íåîáõîäèìîå óñëîâèåïðîçðà÷íîñòè â ñëó÷àå ïîëÿ (ðèñ. 9)

U(x) =







0 ïðè x < 0

−V1 ïðè 0 < x < a

−V2 ïðè x > a ,ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðè V1 < V2 ïðîñâåòëåííîé îïòèêå.10.7. Íàéòè êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ D(E) äëÿ ÷àñòèöûâ ïîëå ïðÿìîóãîëüíîãî ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà âûñîòîþ V èøèðèíîþ a (ðèñ. 10), îñîáî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé E < V , κa ≫ 1.
� 11. Êîììóòàòîðû 47

x
0 a

E

−V1

−V2

U(x)

�èñ. 9. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àþ ïðîñâåòëåííîéîïòèêè

x
0 a

E

V

U(x)

�èñ. 10. Òóííåëèðîâàíèå ÷àñòèöû ÷åðåç îäíîìåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé ïî-òåíöèàëüíûé áàðüåð10.8. �àññìîòðåòü ðàññåÿíèå â ïîëå U(x) = −G δ(x). Îáðà-òèòü âíèìàíèå íà ïîâåäåíèå àìïëèòóä îòðàæåííîé è ïðîøåä-øåé âîëí ïðè ïðîäîëæåíèè ðåøåíèÿ â îáëàñòü E < 0.� 11. ÊîììóòàòîðûÂåëè÷èíà

[Â, B̂] ≡ ÂB̂ − B̂Âíàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðîì äâóõ îïåðàòîðîâ Â è B̂. Åñëè êîì-ìóòàòîð äâóõ îïåðàòîðîâ ðàâåí íóëþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòè îïå-ðàòîðû êîììóòèðóþò. Åñëè îïåðàòîðû Â è B̂ ýðìèòîâû, à èõ



48 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Ûêîììóòàòîð èìååò âèä [Â, B̂] = iĈ, òî Ĉ � ýðìèòîâ îïåðàòîð,

Ĉ+ = Ĉ.11.1. Êîììóòàòîðû è èçìåðèìîñòü âåëè÷èíÏóñòü ψa è ψa′ � ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà Â ñ ðàçëè÷-íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, a 6= a′. ßñíî, ÷òî ìàòðè÷íûéýëåìåíò îïåðàòîðà Â ìåæäó äâóìÿ ýòèìè ñîñòîÿíèÿìè ðàâåííóëþ:

〈ψa′| Â |ψa〉 = a 〈ψa′|ψa〉 = 0 .Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà

B̂, êîììóòèðóþùåãî ñ îïåðàòîðîì Â. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîò-íîøåíèÿ

0 = 〈ψa′| [Â, B̂] |ψa〉 = 〈ψa′| Â B̂ |ψa〉 − 〈ψa′| B̂ Â |ψa〉ñëåäóåò

0 = (a′ − a) 〈ψa′| B̂ |ψa〉 ,ò. å.

〈ψa′| B̂ |ψa〉 = 0 .Ïðèâåäåì ïðîñòîé è ïîëåçíûé â äàëüíåéøåì ïðèìåð. Ëåãêîïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàòîð M̂z = xp̂y − yp̂x êîììóòèðóåò ñ êî-îðäèíàòîé z. Ïóñòü ψm � ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïåðàòîðà M̂z.Òîãäà äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ êîîðäèíàòû z ñóùåñòâóåò ïðà-âèëî îòáîðà:

〈ψm′| z |ψm〉 = 0, åñëè m 6= m′ .Åñëè âåëè÷èíû A è B îäíîâðåìåííî èçìåðèìû, òî ñîîòâåò-ñòâóþùèå îïåðàòîðû êîììóòèðóþò. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îäíî-âðåìåííî èçìåðèìûõ âåëè÷èí A è B ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ ñèñòå-ìà âîëíîâûõ �óíêöèé ψn, òàêèõ, ÷òî ψn � îäíîâðåìåííî ñîá-ñòâåííàÿ �óíêöèÿ è Â, è B̂ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè an è
� 11. Êîììóòàòîðû 49

bn. Ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ ψ ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿ
ψ =

∑

n

cn ψnè ïîäåéñòâóåì íà íåå îïåðàòîðîì ÂB̂. Â èòîãå ïîëó÷èì:
ÂB̂ψ = ÂB̂

∑

n

cn ψn =
∑

n

cnanbn ψn =
∑

n

cnB̂Â ψn = B̂Â ψ ,ò. å. â ýòîì ñëó÷àå
[Â, B̂] = 0.È îáðàòíî, åñëè [Â, B̂] = 0, òî Â è B̂ èìåþò îáùóþ ñèñòåìóñîáñòâåííûõ �óíêöèé. Ïóñòü ψa � ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ Â:

Â ψa = a ψa ,òîãäà
B̂Â ψa = aB̂ ψa = ÂB̂ ψa ,ò. å. B̂ψa � òîæå ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïåðàòîðà Â ñ ñîáñòâåí-íûì çíà÷åíèåì a. Åñëè ñïåêòð íåâûðîæäåí, òî îòñþäà ñëåäó-åò, ÷òî B̂ψa ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ ψa, ò. å.

B̂ψa = bψa, òàê ÷òî ψa, äåéñòâèòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé�óíêöèåé îïåðàòîðà B̂ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì b. Â ñëó÷àåâûðîæäåííîãî ñïåêòðà ìîæíî âûáðàòü òàêèå ëèíåéíûå êîì-áèíàöèè ∑

i ciψai ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà Â, êîòîðûåáóäóò îäíîâðåìåííî ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè B̂.�àññìîòðèòå òàêæå ñëó÷àé a = b = 0.11.2. Êîììóòàòîðû è ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåéÏóñòü ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè |ψ〉. Ôèçè÷å-ñêèå âåëè÷èíû A è B â ýòîì ñîñòîÿíèè èìåþò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ

〈A〉 = 〈ψ|Â|ψ〉 , 〈B〉 = 〈ψ|B̂|ψ〉



50 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Ûè äèñïåðñèè, îïðåäåë¼ííûå ñîîòíîøåíèÿìè

∆A =

√

〈(A − 〈A〉)2〉 , ∆B =

√

〈(B − 〈B〉)2〉 .Ïóñòü ýðìèòîâû îïåðàòîðû Â è B̂ íå êîììóòèðóþò:

[Â, B̂] = iĈ ,ãäå Ĉ � ýðìèòîâ îïåðàòîð. Ââåäåì îïåðàòîðû

â = Â − 〈A〉 , b̂ = B̂ − 〈B〉 ,äëÿ êîòîðûõ

〈ψ|â2|ψ〉 = (∆A)2 , 〈ψ|b̂2|ψ〉 = (∆B)2 , [â, b̂] = iĈ .�àññìîòðèì òåïåðü ñîñòîÿíèå

|ψ̃〉 =
(

βâ + ib̂
)

|ψ〉 ,ãäå êîý��èöèåíò β âåùåñòâåí. ßñíî, ÷òî

J(β) ≡ 〈ψ̃|ψ̃〉 ≥ 0 ,íî òîãäà

J(β) = 〈ψ|(βâ− ib̂)(βâ + ib̂)|ψ〉 = 〈ψ|β2â2 + iβ(âb̂− b̂â) + b̂2|n〉 =

= β2(∆A)2 − β〈C〉 + (∆B)2 ≥ 0 .Ïðè 〈C〉 6= 0 îòñþäà ñëåäóåò ñîäåðæàòåëüíîå óòâåðæäåíèå:
(∆A)2 · (∆B)2 ≥ 1

4〈C〉2. Òàêèì îáðàçîì,

∆A · ∆B ≥ 1

2
| 〈C〉 | ,ò. å. ïðîèçâåäåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé (äèñïåðñèé) äâóõ�èçè÷åñêèõ âåëè÷èí â äàííîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè íåìåíüøå ïîëîâèíû ìîäóëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîììóòà-òîðà ýòèõ âåëè÷èí â äàííîì ñîñòîÿíèè.

� 12. Ïðîèçâîäíàÿ îò îïåðàòîðà ïî âðåìåíè. Òåîðåìà Ýðåí�åñòà 51Ïðîñòîé ïðèìåð: òàê êàê

[x, p̂x] = i ~ ,òî äëÿ ëþáîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
∆x · ∆px ≥ ~

2
.

� 12. Ïðîèçâîäíàÿ îò îïåðàòîðà ïî âðåìåíè.Òåîðåìà Ýðåí�åñòàÂ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå îñíîâíûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåí-íûå � êîîðäèíàòû è èìïóëüñû � ÿâíî çàâèñÿò îò âðåìåíè: r(t),

p(t). Ïðîèçâîëüíàÿ �èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà A = A(r(t),p(t), t)ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè åù¼ è ÷àñòíûì îáðàçîì (êàê îò ïà-ðàìåòðà). Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò ýòîé âåëè÷èíû ìîæåòáûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ ñêîáêè Ïóàññîíà:

dA

dt
=

∂A

∂t
+ {H, A} . (12.1)Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îïåðàòîðû r̂ = r è p̂ = −i~∇ íå çà-âèñÿò îò âðåìåíè, à îïåðàòîð íåêîòîðîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû

Â(r, p̂, t) ìîæåò çàâèñåòü îò t ëèøü êàê îò ïàðàìåòðà. Çàâèñè-ìîñòü ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû îò âðåìåíè

〈A(t)〉 =

∫

Ψ∗(r, t) Â Ψ(r, t) d3r ≡ 〈Ψ(t)| Â |Ψ(t)〉ñâÿçàíà â îñíîâíîì ñ âîëíîâîé �óíêöèåé Ψ(r, t), êîòîðàÿ óäî-âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà

i~
∂

∂t
Ψ(r, t) = Ĥ Ψ(r, t) .Òàêàÿ ñõåìà êâàíòîâîé ìåõàíèêè íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíè-åì Øð¼äèíãåðà (áîëåå áëèçêàÿ ê êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñõåìà



52 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Ûêâàíòîâîé ìåõàíèêè, íàçûâàåìàÿ ïðåäñòàâëåíèåì �àéçåíáåðãà,áóäåò ðàññìîòðåíà â � 14).Êîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó, ñî-îòâåòñòâóþùóþ êëàññè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò âåëè-÷èíû A(r(t),p(t), t), ïðèõîäèòñÿ îïðåäåëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèéêâàíòîâûé îïåðàòîð. Åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü îïåðàòîð ïðîèç-âîäíîé ïî âðåìåíè dÂ
dt òðåáîâàíèåì, ÷òîáû ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòî-ãî îïåðàòîðà ñîâïàäàëî ñ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò ñðåäíåãîçíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Â:

〈

Ψ

∣
∣
∣
∣
∣

dÂ

dt

∣
∣
∣
∣
∣
Ψ

〉

≡ d

dt
〈Ψ|Â|Ψ〉 .Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà, ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåí-ñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

d

dt
〈Ψ|Â|Ψ〉 =

〈
∂Ψ

∂t

∣
∣
∣Â

∣
∣
∣ Ψ

〉

+

〈

Ψ

∣
∣
∣
∣
∣

∂Â

∂t

∣
∣
∣
∣
∣
Ψ

〉

+

〈

Ψ
∣
∣
∣Â

∣
∣
∣
∂Ψ

∂t

〉

=

〈

Ψ

∣
∣
∣
∣
∣

∂Â

∂t
+

1

i~
[Â, Ĥ ]

∣
∣
∣
∣
∣
Ψ

〉

.Òàêèì îáðàçîì,

dÂ

dt
=

∂Â

∂t
+

i

~
[Ĥ, Â] . (12.2)Ïîêàæèòå, ÷òî

dx

dt
=

i

~
[Ĥ, x̂] =

p̂x

m
,

dp̂x

dt
=

i

~
[Ĥ, p̂x] = −∂U

∂x
.Îòñþäà ñëåäóåò òåîðåìà Ýðåí�åñòà

m
d2

dt2
〈r〉 = −〈∇U(r)〉 . (12.3)Åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàëî èçìåíÿåòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõïîðÿäêà ðàçìåðà âîëíîâîãî ïàêåòà, òàê ÷òî

〈∇U(r)〉 ≈ ∇U(〈r〉) ,

� 13. Òåîðåìà î âèðèàëå 53òî èç óðàâíåíèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñðåäíåé êîîðäèíàòû âîëíî-âîãî ïàêåòà ïðèáëèæåííî âûïîëíÿåòñÿ âòîðîé çàêîí Íüþòîíà:
m

d2

dt2
〈r〉 ≈ −∇U(〈r〉) . (12.4)Áîëåå ïîäðîáíî î ïåðåõîäå ê ïðåäåëó êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêèñì. � 18.� 13. Òåîðåìà î âèðèàëå�àññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû â íåêîòîðîì ïîòåíöèàëüíîìïîëå U(r). Âåëè÷èíà r∇U(r) íàçûâàåòñÿ âèðèàëîì äàííîéìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñóùåñòâóåòîïðåäåë¼ííîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñðåäíèìè çà áîëüøîé ïðî-ìåæóòîê âðåìåíè çíà÷åíèÿìè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèöû èâèðèàëîì, íàçûâàåìîå òåîðåìîé î âèðèàëå. Ýòà òåîðåìà ñïðà-âåäëèâà äëÿ �èíèòíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, ïðîèñõîäÿùåãî âîãðàíè÷åííîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà è ñ îãðàíè÷åííûìè ñêîðî-ñòÿìè. Ïîêàæåì, ÷òî àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî èâ êâàíòîâîé ìåõàíèêå, òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ðå÷ü ïîéä¼ò î çíà-÷åíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ, óñðåäí¼ííûõ ïî ñòàöèî-íàðíûì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì.Ïðåäâàðèòåëüíî ïðèâåä¼ì ïîëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ:

[Â, B̂Ĉ] = B̂[Â, Ĉ] + [Â, B̂]Ĉ; [Ĥ, p̂] = i~∇U ; [Ĥ, r] = − i~

m
p̂ .Ïóñòü äàëåå |n〉 � ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà(�èíèòíîå äâèæåíèå), òîãäà

〈n|[Ĥ, Â]|n〉 = 〈n|ĤÂ|n〉 − 〈n|ÂĤ|n〉 = (En − En)〈n|Â|n〉 = 0 .Â ÷àñòíîñòè,

0 = 〈n|[Ĥ, p̂r]|n〉 = 〈n|[Ĥ, p̂]r + p̂[Ĥ, r]|n〉 =

= i~

〈

n

∣
∣
∣
∣
r∇U − p̂2

m

∣
∣
∣
∣
n

〉

.
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2 ·
〈

n

∣
∣
∣
∣

p̂2

2m

∣
∣
∣
∣
n

〉

= 〈n |r∇U |n〉 ;ýòî è åñòü êâàíòîâîìåõàíè÷åñêàÿ òåîðåìà î âèðèàëå.Åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé �óíêöèåéêîîðäèíàò, ò. å. åñëè

U(λr) = λk U(r) ,òî ïî òåîðåìå Ýéëåðà îá îäíîðîäíûõ �óíêöèÿõ r∇U = k U è

2 ·
〈

n

∣
∣
∣
∣

p̂2

2m

∣
∣
∣
∣
n

〉

= k 〈n |U |n〉 .Îòñþäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

〈

n

∣
∣
∣
∣

p̂2

2m

∣
∣
∣
∣
n

〉

=
k

k + 2
En , 〈n |U |n〉 =

2

k + 2
En .Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå äëÿ �èíèòíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöûâ ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñóùåñòâóþò àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ,òîëüêî â ëåâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ ñòîÿò ñîîòâåòñòâåííî êè-íåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû, óñðåäíåííûå çàáîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè.Ïðèìåðû:Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà k = 2, ïîýòîìó

〈
n

∣
∣mω2x2

∣
∣ n

〉
=

〈

n

∣
∣
∣
∣

p̂2

m

∣
∣
∣
∣
n

〉

= ~ω (n + 1

2
) .Äëÿ àòîìà âîäîðîäà k = −1, ïîýòîìó

〈

n

∣
∣
∣
∣

e2

r

∣
∣
∣
∣
n

〉

=

〈

n

∣
∣
∣
∣

p̂2

m

∣
∣
∣
∣
n

〉

= −2En . (13.1)

� 14. �àéçåíáåðãîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå 55Çàäà÷è13.1. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó òåîðåìà î âèðèàëå íå èìååò ìåñòàäëÿ èí�èíèòíîãî äâèæåíèÿ.13.2. Íàéòè ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé äëÿ ∆x è ∆K,äëÿ ∆U è ∆K, ãäå K̂ = p̂2/(2m).13.3. Äëÿ ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè ψ(x, y, z), íàé-òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åå êîîðäèíàòà x è èìïóëüñ py ðàñïî-ëîæåíû â ïðåäåëàõ x1 < x < x2, py1 < py < py2.13.4. Äëÿ ãàìèëüòîíèàíà Ĥ = p̂2/(2m) + U(r) íàéòè êîì-ìóòàòîð [Ĥ, r]. Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ïîêàçàòü, ÷òî ñðåä-íåå çíà÷åíèå èìïóëüñà ÷àñòèöû äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ âñëó÷àå �èíèòíîãî äâèæåíèÿ ðàâíî íóëþ: 〈ψE | p̂ |ψE 〉 = 0.

� 14. �àéçåíáåðãîâñêîå ïðåäñòàâëåíèåÁóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð �àìèëüòîíà íåçàâèñèò îò âðåìåíè. Äî ñèõ ïîð (è, êàê ïðàâèëî, äàëåå) ìûèñïîëüçóåì îáû÷íîå (øð¼äèíãåðîâñêîå) ïðåäñòàâëåíèå, â êîòî-ðîì îïåðàòîðû r̂ = r è p̂ = −i~∇ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè t, àîïåðàòîð �èçè÷åñêîé âåëè÷èíû Â(r, p̂, t) ìîæåò çàâèñåòü îò tëèøü êàê îò ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çíà-÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû îò âðåìåíè ñâÿçàíà â îñíîâíîì ñ âîëíî-âîé �óíêöèåé Ψ(r, t), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåñòàöèîíàðíîìóóðàâíåíèþ Øð¼äèíãåðà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, îäíàêî, áîëååóäîáíûì ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèå �àéçåíáåðãà, â êîòî-ðîì îïåðàòîðû êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ÿâíî çàâèñÿò îò âðåìåíè,à âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, íàïðîòèâ, îò âðåìåíè íå çàâèñèò. Ïåðåõîäê ýòîìó ïðåäñòàâëåíèþ ìîæíî ïðîèçâåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïóñòü ψn(r) � âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ
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Ĥ ψn(r) = Enψn(r) .Ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ �óíêöèþ Ψ(r, t) â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïîâîëíîâûì �óíêöèÿì ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé

Ψ(r, t) =
∑

n

an e−iEnt/~ ψn(r) .Èñïîëüçóÿ óíèòàðíûé îïåðàòîð

Û(t) = e−iĤt/~ñ î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì

Û(t) ψn(r) = e−iEnt/~ ψn(r) ,ýòî ðàçëîæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êîìïàêòíîì âèäå

Ψ(r, t) = Û(t) Ψ(r, 0)èëè

|Ψ(t)〉 = Û(t) |Ψ(0)〉 .Òîãäà ñðåäíåå çíà÷åíèå

〈A(t)〉 =

∫

Ψ∗(r, t) Â Ψ(r, t) d3r ≡ 〈Ψ(t)| Â |Ψ(t)〉 ,ìîæíî çàïèñàòü òàê:

〈A(t)〉 = 〈Ψ(0)| Â�(t) |Ψ(0)〉 ,ãäå

Â�(t) = Û−1(t) Â Û(t) = eiĤt/~ Â e−iĤt/~ (14.1)� îïåðàòîð â ãàéçåíáåðãîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Ýòîò îïåðàòîðîáû÷íî ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêæå â âèäå
Â�(t) = Â(r�(t), p̂�(t), t) .

� 14. �àéçåíáåðãîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå 57Ïðè t = 0 èìååì

Â�(0) = Â ,ò. å. â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îïåðàòîð â ãàéçåãíáåðãîâ-ñêîì ïðåäñòàâëåíèè ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì â ïðåäñòàâëåíèèØð¼äèíãåðà.Òàêèì îáðàçîì, çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè â ãàéçåíáåðãîâñêîìïðåäñòàâëåíèè ïåðåíåñåíà ñ âîëíîâûõ �óíêöèé íà îïåðàòîðû,÷òî äåëàåò ýòó ñõåìó êâàíòîâîé ìåõàíèêè �îðìàëüíî ïîõîæåéíà ñõåìó êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàâèñÿùèõîò âðåìåíè îïåðàòîðîâ ìîæíî âûïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ,ïîõîæèå íà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð �àìèëüòîíà â ãàéçåíáåðãîâñêîìïðåäñòàâëåíèè ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì �àìèëüòîíà â øð¼äèí-ãåðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè:
Ĥ� = Û−1(t)ĤÛ(t) = Ĥ .Ïîýòîìó óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Â�(t) èìååò âèä

dÂ�(t)
dt

=
∂Â�(t)

∂t
+

i

~

[

Ĥ�, Â�(t)] . (14.2)Ïðè ñðàâíåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ óðàâíåíèåì (12.1) âèäíî, ÷òîêâàíòîâûé àíàëîã êëàññè÷åñêîé ñêîáêè Ïóàññîíà {H, A} âûðà-æàåòñÿ ÷åðåç êîììóòàòîð:

{H, A} → i

~
[Ĥ, Â�] .�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà äâèæåíèå ãàðìîíè÷åñêîãîîñöèëëÿòîðà, äëÿ êîòîðîãî

Ĥ� =
[p̂�(t)]2

2m
+

1

2
mω2 [x̂�(t)]2 .Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (2) è îäíîâðåìåííûå ïåðåñòàíîâî÷íûå ñî-îòíîøåíèÿ

[p̂�(t), x̂�(t)] = −i~ , [x̂�(t), x̂�(t)] = [p̂�(t), p̂�(t)] = 0 ,



58 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Ûïîëó÷èì îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå óðàâ-íåíèÿì �àìèëüòîíà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè:

d

dt
x̂�(t) = −p̂�(t)

m
,

d

dt
p̂�(t) = −mωx̂�(t) .Òåïåðü óæå ëåãêî äîãàäàòüñÿ (à çàòåì è ïðîâåðèòü), ÷òî ðåøå-íèÿìè ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû

x̂�(t) = x̂�(0) cos ωt +
p̂�(0)

mω
sin ωt ,

p̂�(t) = p̂�(0) cos ωt − mωx̂�(0) sin ωt ,ïðè÷¼ì

x̂�(0) = x , p̂�(0) = p̂ = −i~
d

dx
.Çàäà÷è14.1. Íàéòè îïåðàòîðû êîîðäèíàòû è èìïóëüñà â ãàéçåí-áåðãîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ëèíåéíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñ-öèëëÿòîðà, èñïîëüçóÿ óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñâÿçûâàþùååîïåðàòîðû �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí â ãàéçåíáåðãîâñêîì è øð¼äèí-ãåðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèÿõ.14.2. Íàéòè çíà÷åíèå �ðàçíîâðåìåííîãî� êîììóòàòîðà èì-ïóëüñà è êîîðäèíàòû [p̂�(t), x̂�(t′)] äëÿ:à) ñâîáîäíîé ÷àñòèöû;á) ÷àñòèöû â îäíîðîäíîì ïîëå;â) ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà.14.3. Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ãàéçåíáåðãîâñêèõ îïåðàòîðîâ

p̂�(t), x̂�(t) äëÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà, íàéòè çàâèñèìîñòü îòâðåìåíè ñëåäóþùèõ ñðåäíèõ:

〈x(t) 〉, 〈 p(t) 〉, 〈 (∆x(t))2 〉, 〈 (∆p(t))2 〉 .

� 15. Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå 59Ïðîâåñòè ÿâíûé ðàñ÷¼ò ýòèõ ñðåäíèõ äëÿ ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâà-åìîãî âîëíîâîé �óíêöèåé âèäà

ψ(x) = A exp

[
ip0x

~
− (x − x0)

2

2a2

]

,ãäå x0 è p0 � èçâåñòíûå êîíñòàíòû.� 15. Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà äëÿ ÷àñòèöû â ýëåê-òðîìàãíèòíîì ïîëå�àññìîòðèì çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó, íàõîäÿùóþñÿ â ýëåêòðî-ìàãíèòíîì ïîëå, çàäàííîì ñêàëÿðíûì φ(r, t) è âåêòîðíûì

A(r, t) ïîòåíöèàëàìè. Êëàññè÷åñêàÿ �óíêöèÿ �àìèëüòîíà ýòîé÷àñòèöû
H(r,p) =

1

2m

(

p − e

c
A

)2

+ eφ ,ãäå èìïóëüñ p (åãî èíîãäà íàçûâàþò îáîáù¼ííûì èëè êàíîíè-÷åñêèì) ñâÿçàí ñî ñêîðîñòüþ v ñîîòíîøåíèåì

p = mv +
e

c
A ,â êâàíòîâîé ìåõàíèêå çàìåíÿåòñÿ îïåðàòîðîì

Ĥ =
1

2m

(

p̂ − e

c
A

)2

+ eφ , p̂ = −i~∇ .Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü òîêà ðàâíà

j =
1

2
(Ψ∗ v̂ Ψ + êîìï. 
îïð. ) , v̂ =

1

m

(

−i~∇− e

c
A

)

,ãäå v̂ � îïåðàòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû (ñð. �îðìóëó (9.1)).Êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àåïðè çàìåíå ïîòåíöèàëîâ

A → A + ∇f, φ → φ − 1

c

∂f

∂t



60 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û(çäåñü f = f(r, t) � ïðîèçâîëüíàÿ îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ êîîð-äèíàò è âðåìåíè) ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå ïîëÿ

E = −∇φ − 1

c

∂A

∂t
, B = ∇× Aíå èçìåíÿþòñÿ, à çíà÷èò, íå èçìåíÿþòñÿ è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ.Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå Øð¼-äèíãåðà íå èçìåíÿåòñÿ, åñëè êðîìå óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿïîòåíöèàëîâ åùå ïðîèçâåñòè è ïðåîáðàçîâàíèå âîëíîâîé �óíê-öèè:

A → A + ∇f , φ → φ − 1

c

∂f

∂t
, Ψ → Ψ eief/(~c) .Çàäà÷è15.1. Îïðåäåëèòü óðîâíè ýíåðãèè è âîëíîâûå �óíêöèè äëÿçàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì è îäíîðîäíîì ìàãíèòíîìïîëå B. Âûáðàòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë â âèäå A = (0, xB, 0).15.2. Ñ÷èòàÿ èçâåñòíûì ãàìèëüòîíèàí ÷àñòèöû â ýëåêòðî-ìàãíèòíîì ïîëå, íàéòè:à) âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ñêîðîñòè v̂;á) êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè;â) âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà

m
dv̂

dt(îïåðàòîðíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Íüþòîíà);ã) ïîêàçàòü, ÷òî â ïîñòîÿííîì è îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå
B = (0, 0, B) îïåðàòîðû

x̂0 = x +
v̂y

ω
ŷ0 = y − v̂x

ωñîîòâåòñòâóþò ñîõðàíÿþùèìñÿ âåëè÷èíàì, íî íå ìîãóò áûòüèçìåðåíû îäíîâðåìåííî (çäåñü ω = eB/(mc)). Â êëàññè÷å-
� 16. Îïåðàòîð ñäâèãà. Ïåðèîäè÷åñêîå ïîëå. Òåîðåìà Áëîõà 61ñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ýòè âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâóþò êîîðäèíà-òàì öåíòðà îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ çàðÿæåííàÿ ÷à-ñòèöà.

� 16. Îïåðàòîð ñäâèãà. Ïåðèîäè÷åñêîå ïîëå.Òåîðåìà Áëîõà16.1. Îïåðàòîð ñäâèãàÎïåðàòîð T̂a ñäâèãà íà ðàññòîÿíèå a îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-íèåì

T̂aψ(x) ≡ ψ(x + a) .Òàê êàê
ψ(x + a) =

∞∑

n=0

an

n!

(
d

dx

)n

ψ(x) ,òî îïåðàòîð ñäâèãà ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç îïåðàòîð èì-ïóëüñà
T̂a = eiap̂/~ .Îïåðàòîð ñäâèãà íåýðìèòîâ, òàê êàê

T̂+
a = e−iap̂/~ = T̂−1

a 6= T̂a .Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì ñäâèãå

δa → 0 îïåðàòîð ñäâèãà èìååò âèä

T̂δa = 1 + i
δa

~
p̂ ,ò. å. îïåðàòîð èìïóëüñà p̂ ≡ p̂x ÿâëÿåòñÿ èí�èíèòåçèìàëüíûìîïåðàòîðîì äëÿ ñäâèãà âäîëü îñè x.



62 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û16.2. Îïåðàòîð ñäâèãà è äâèæåíèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöûÄëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû îïåðàòîð �àìèëüòîíà Ĥ = p̂2/(2m)êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì ñäâèãà:

[Ĥ, T̂a] = 0 , (16.1)ïîòîìó îïåðàòîðû Ĥ è T̂a èìåþò ñîâìåñòíûå ñîáñòâåííûå �óíê-öèè

ĤψEλ(x) = EψEλ(x) , T̂aψEλ(x) = λψEλ(x) (16.2)â âèäå ïëîñêîé âîëíû

ψk(x) ≡ ψEλ(x) = A eikx (16.3)ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

E =
~

2k2

2m
, λ = eika . (16.4)Èìïóëüñ òîæå êîììóòèðóåò ñ Ĥ è T̂a è èìååò â ñîñòîÿíèè (3)ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå p = ~k. Äëÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ óðîâ-íè ýíåðãèè äâóêðàòíî âûðîæäåíû: ïëîñêèå âîëíû ñ èìïóëüñà-ìè +~k è −~k îòâå÷àþò îäíîé è òîé æå ýíåðãèè, íî ðàçíûìçíà÷åíèÿì ïëîòíîñòè òîêà jx = ±(~k/m)|A|2.16.3. Äâèæåíèå â ïåðèîäè÷åñêîì ïîëåÅñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíê-öèåé ñ ïåðèîäîì a:

U(x + a) = U(x) ,òî îïåðàòîð ñäâèãà íà ðàññòîÿíèå a êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíè-àíîì Ĥ = p̂2/(2m) + U(x), ò. å. óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1).Ïîýòîìó è â ïåðèîäè÷åñêîì ïîëå ñîáñòâåííûå �óíêöèè ñòàöè-îíàðíûõ ñîñòîÿíèé ìîãóò áûòü âûáðàíû â òàêîì âèäå ψEλ(x),
� 16. Îïåðàòîð ñäâèãà. Ïåðèîäè÷åñêîå ïîëå. Òåîðåìà Áëîõà 63÷òî îíè îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ è ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìèîïåðàòîðà ñäâèãà, ò. å. óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (2). Êîíå÷-íî, èìïóëüñ íå ñîõðàíÿåòñÿ â ïåðèîäè÷åñêîì ïîëå, òàê êàê

[Ĥ, p̂] 6= 0, ïîýòîìó ïëîñêàÿ âîëíà (3) íå ÿâëÿåòñÿ òåïåðü ðå-øåíèåì óðàâíåíèé (2). Ïîêàæåì, ÷òî â êà÷åñòâå îãðàíè÷åííîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2) âîçíèêàåò ñâîåîáðàçíàÿ �ìîäóëèðîâàí-íàÿ ïëîñêàÿ âîëíà� âèäà (3), â êîòîðîé âìåñòî ïîñòîÿííîé àì-ïëèòóäû A ñòîèò ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðèîäîì a, è îáàñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ E è λ ìîæíî (êàê è â ñëó÷àå ñâîáîäíîãîäâèæåíèÿ) âûðàçèòü ÷åðåç îäíó è òó æå âåëè÷èíó ~q, íàçûâà-åìóþ êâàçèèìïóëüñîì.Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåì, ÷òîáû �óíêöèÿ ψEλ(x) áûëà êîíå÷íîéïðè x → ±∞, òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ
ψEλ(x ± na) = λ±n ψEλ(x)ñëåäóåò |λ| = 1, ò. å. λ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

λ = eiqa .Âåùåñòâåííóþ âåëè÷èíó ~q â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò êâàçèèì-ïóëüñîì. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî êâàçèèìïóëüñû ~q è

~(q + 2πn/a) ïðè n = ±1, ±2, ... ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìóæå çíà÷åíèþ λ (â òåîðèè òâåðäîãî òåëà âåëè÷èíó 2π/a íàçûâà-þò âåêòîðîì îáðàòíîé ðåøåòêè). Âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ λìîæíî ó÷åñòü, âûáðàâ âåëè÷èíó q èç èíòåðâàëà

−π

a
< q ≤ +

π

a
.Â ñëó÷àå ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ (ïðè U(x) = 0) êâàçèèìïóëüññîâïàäàåò ñ èñòèííûì èìïóëüñîì. Óðîâíè ýíåðãèè â ïåðèîäè÷å-ñêîì ïîëå ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè, è êâàçèèìïóëüñ ÿâëÿåòñÿóäîáíîé õàðàêòåðèñòèêîé âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé.Åñëè òåïåðü òàêîå ðåøåíèå ïåðåïèñàòü â âèäå

ψEλ(x) = uq(x) eiqx ,
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ψEλ(x + a) = eiqa ψEλ(x)ñëåäóåò ïåðèîäè÷íîñòü �óíêöèè uq(x):

uq(x + a) = uq(x) .Ýòî óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Áëîõà, à ðåøåíèå

ψq(x) ≡ ψEλ(x) = uq(x) eiqx , (16.5)äåéñòâèòåëüíî, èìååò âèä �ìîäóëèðîâàííîé ïëîñêîé âîëíû�.Çàäà÷à16.1. Äëÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû âîëíîâàÿ �óíêöèÿ

ψ(x) = A cos(x/b) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé Ĥ , íî íå

T̂a è p̂, õîòÿ [Ĥ, T̂a] = [Ĥ, p̂] = 0. Êàê ñîãëàñóåòñÿ ýòîò �àêòñ óòâåðæäåíèåì î òîì, ÷òî êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû èìåþòñîâìåñòíûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè?� 17. Ïðèìåð: ïåðèîäè÷åñêîå ïîëå äåëüòà ÿìÏóñòü ÷àñòèöà äâèæåòñÿ â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëüíîì ïî-ëå

U(x) = −G
+∞∑

n=−∞
δ(x − na) .Íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó, òàêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëü-íîé ìîäåëüþ êðèñòàëëè÷åñêîé ðåø¼òêè òâ¼ðäîãî òåëà. Ìû ðàñ-ñìîòðèì çäåñü ëèøü ñëó÷àé E < 0. Âñþäó âíå δ-ÿì â êà÷åñòâåíåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ìîæíî âûáðàòü

eκx è e−κx èëè sh κx è ch κx, ãäå ~κ =
√

2|E|m. Ìû ïðåäïî÷ò¼ìñëåäóþùóþ êîìáèíàöèþ:

ψEλ(x) = A [λ sh κx + sh κ(a − x)] ïðè 0 < x < a . (17.1)

� 17. Ïðèìåð: ïåðèîäè÷åñêîå ïîëå äåëüòà ÿì 65ßñíî, ÷òî ýòî åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà, òàê êàê è
sh κx è sh κ(a − x) ÿâëÿþòñÿ òàêîâûìè. Êðîìå òîãî, ó äàííîéêîìáèíàöèè åñòü åù¼ îäíî î÷åâèäíîå ñâîéñòâî:

ψEλ(a) = λψEλ(0) .Äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé x âîëíîâóþ �óíêöèþ ìîæíî ïîëó-÷èòü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé îïå-ðàòîðà ñäâèãà ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ:
ψEλ(x) = λn ψEλ(x − na) ïðè na < x < (n + 1)a . (17.2)Â ÷àñòíîñòè, íà ó÷àñòêå −a < x < 0 îòñþäà èìååì

ψEλ(x) = λ−1ψEλ(x+a) = A
[
−λ−1 sh κx + sh κ(a + x)

]
. (17.3)Âèäíî, ÷òî �óíêöèè (1) è (3) ñîâïàäàþò ïðè x = 0, à óñëîâèÿñøèâêè (5.1) ïðè x = 0,

ψ′(ε)

ψ(ε)
− ψ′(−ε)

ψ(−ε)
= −2mG

~
2 ,ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ

1

2

(
λ + λ−1

)
= ch κa − κ0

κ
sh κa , κ0 =

mG

~
2 . (17.4)Òàêèì îáðàçîì, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ ñîîòíîøå-íèÿìè (1) è (3), ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé îïåðàòîðîâ Ĥè T̂a ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

E = −~
2
κ

2

2m

è λ = eiqaòîëüêî ïðè îïðåäåë¼ííîé ñâÿçè ìåæäó E è λ âèäà (4):

cos qa = ch κa − κ0

κ
sh κa . (17.5)Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü ýíåðãèè E îò êâàçèèì-ïóëüñîì ~q, ÿâëÿÿñü àíàëîãîì äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿñâÿçè ýíåðãèè è èìïóëüñà.



66 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÛÎáà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ E è λ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îäíóâåëè÷èíó q, ïîýòîìó â âîëíîâîé �óíêöèè ψEλ(x) äîñòàòî÷íîóêàçàòü ëèøü îäíî çíà÷åíèå q äëÿ ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêè ñî-ñòîÿíèÿ

ψEλ(x) ≡ ψq(x) ,ãäå

ψq(x) = A
[
eiqa shκx + shκ(a − x)

] ïðè 0 < x < a ,

ψq(x) = eiqna ψq(x − na) ïðè na < x < (n + 1)a ,Äëÿ ñîñòîÿíèÿ ψq(x) ïëîòíîñòü òîêà ðàâíà

jx =
~κ

2m
|A|2 sh κa sin qa . (17.6)Èç óðàâíåíèé (5) è (6) âèäíî, ÷òî âîëíîâûì �óíêöèÿì ψq(x) è

ψ−q(x) ñîîòâåòñòâóåò îäíà è òà æå ýíåðãèÿ, íî ðàçíûå ïî çíàêóçíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè òîêà.

κa

f(κ)
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�èñ. 11. �ðà�èê �óíêöèè (17.7) ïðè κ0a = 2.5 > 2�ðà�èêè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5),
ch κa − κ0

κ
sh κa ≡ f(κ) , (17.7)ïîêàçàíû íà ðèñ. 11 è 12; ïðè ýòîì ó÷òåíî, ÷òî f(0) = 1 − κ0aè f(κ0) = exp(−κ0a) < 1. Èç ýòèõ ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî ïðè

� 17. Ïðèìåð: ïåðèîäè÷åñêîå ïîëå äåëüòà ÿì 67
κa

f(κ)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
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5

�èñ. 12. �ðà�èê �óíêöèè (17.7) ïðè κ0a = 1.5 < 2

κ0a > 2 ëþáîìó çíà÷åíèþ cos qa èç èíòåðâàëà −1 < cos qa < 1ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå κ, âñå ýòè çíà÷åíèÿ îò-ìå÷åíû æèðíîé ëèíèåé íà îñè κa è çàïîëíÿþò öåëóþ ïîëîñóâáëèçè κ0. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð äîïóñòèìûõçíà÷åíèé ýíåðãèè â îáëàñòè E < 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåëóþçîíó (å¼ íàçûâàþò ðàçðåø¼ííîé çîíîé), âêëþ÷àþùóþ çíà÷åíèå

E0 = −~
2
κ

2
0

2m
= −mG2

2~
2 (17.8)äëÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû â îäíîé δ-ÿìå. Ïðè κ0a < 2 (ñì. ðèñ. 12)ðàçðåø¼ííàÿ çîíà ïðèìûêàåò ñíèçó ê îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõýíåðãèé.Ïðè κ0a = mGa/~

2 ≫ 1 ãðà�èê �óíêöèè f(κ) î÷åíü êðóòîïåðåñåêàåò îñü κ â ðàéîíå κ = κ0, è ïîòîìó âñÿ ðàçðåù¼ííàÿçîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óçêóþ ïîëîñó âáëèçè çíà÷åíèÿ E0 èç(8). Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (5) â âèäå

κ =
κ0

cth κa − cos qa/(sh κa)
.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî κa ≈ κ0a ≫ 1 è ïîòîìó

cth κa ≈ 1 + 2 e−2κ0a , sh κa ≈ 1

2
eκ0a ,
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qa/π

E(q)/|E0|

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
-1.4

-1.2

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

�èñ. 13. �ðà�èê �óíêöèè E(q) (ñì. óðàâíåíèå (17.9))ïîëó÷èì

κ ≈ κ0

1 − 2e−κ0a cos qa
≈ κ0

(
1 + 2e−κ0a cos qa

)
.Îòñþäà íàõîäèì â ÿâíîì âèäå çàâèñèìîñòü ýíåðãèè E îò êâà-çèèìïóëüñà ~q (ðèñ. 13):

E(q) = E0

(
1 + 4e−κ0a cos qa

)
. (17.9)�àçðåù¼ííàÿ çîíà ðàñïîëîæåíà ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî E0è èìååò ìàëóþ øèðèíó

∆E = 8|E0| e−κ0a .Ïðåäñòàâèâ ïðè ìàëûõ q çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò êâàçèèì-ïóëüñà (9) â âèäå

E =
~

2q2

2mý� + const ,íàéä¼ì ý��åêòèâíóþ ìàññó ÷àñòèöû

mý� =
m

2(κ0a)2
eκ0a .Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (ïðè κ0a ≫ 1) ý��åêòèâíàÿ ìàñ-ñû ìíîãî áîëüøå îáû÷íîé ìàññû m. Ïîñòðîèì âîëíîâîé ïàêåòèç âîëíîâûõ �óíêöèé ψq(x) ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì q0; ìîæíî

� 18. Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå 69ïîêàçàòü, ÷òî ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýòîãî ïàêåòà îïðå-äåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

∂E

∂(~q)

∣
∣
∣
q0

=
~q0

mý�è ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé ~q0/m.Çàäà÷à17.1. Ïîâòîðèòå ðàññìîòðåíèå, àíàëîãè÷íîå ïðîâåä¼ííîìó â� 17, äëÿ ñëó÷àÿ E > 0.� 18. Êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå18.1. Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòèÏîäñòàâèâ â óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

−~
2ψ′′(x) = p2(x) ψ(x) , p(x) ≡

√

2m[E − U(x)]âîëíîâóþ �óíêöèþ â âèäå
ψ(x) = eiS(x)/~ ,íàéäåì óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè S(x):

(S ′(x))
2

= p2(x) + i~ S ′′(x) .Åñëè îòáðîñèòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, òî ïîëó÷èì êëàññè÷åñêîåóðàâíåíèå �àìèëüòîíà � ßêîáè, â êîòîðîì S(x) � äåéñòâèå êàê�óíêöèÿ êîîðäèíàò. �åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

Sêëàññ(x) = ±
∫ x

x0

p(x) dx .Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä ê êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðîèñõîäèò,êîãäà

(S ′(x))
2 ≫ ~|S ′′(x)| èëè ∣

∣
∣
∣

dλ−(x)

dx

∣
∣
∣
∣
≪ 1 , (18.1)



70 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Ûãäå λ−(x) = ~/p(x) � ïðèâåä¼ííàÿ äëèíà âîëíû äå Áðîéëÿ, ñî-îòâåòñòâóþùàÿ èìïóëüñó p(x), èíà÷å,

∆λ− ∼ λ−
∣
∣
∣
∣

dλ−

dx

∣
∣
∣
∣
≪ λ− ,ò. å. èçìåíåíèå äëèíû âîëíû ∆λ−(x) íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà λ−(x)äîëæíî áûòü ìíîãî ìåíüøå äëèíû âîëíû.Äðóãàÿ �îðìà êðèòåðèÿ � êëàññè÷åñêîå äåéñòâèå äîëæíîáûòü âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ êâàíòîì äåéñòâèÿ, ò. å.

∣
∣
∣
∣

∫ x

x0

p(x) dx

∣
∣
∣
∣
≫ ~ .Ïîä÷åðêíåì, íàêîíåö, ÷òî ïåðåõîä ê êâàçèêëàññè÷åñêîìóïðåäåëó â êâàíòîâîé ìåõàíèêå � ýòî àíàëîã ïåðåõîäà ê ïðåäå-ëó ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè â îïòèêå âîëíîâîé. È êðèòåðèè ïðè-ìåíèìîñòè ýòèõ ïðåäåëîâ îáùèå: äëèíà âîëíû λ äîëæíà áûòüìíîãî ìåíüøå, ÷åì õàðàêòåðíûå ðàññòîÿíèÿ a, íà êîòîðûõ ìå-íÿåòñÿ ïîòåíöèàë (â îïòèêå � êîý��èöèåíò ïðåëîìëåíèÿ):

λ

a
≪ 1 èëè ka ≫ 1 .18.2. Êâàçèêëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿÂ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå âåðîÿòíîñòü íàéòè ÷àñòèöó íà èí-òåðâàëå dx ïðîïîðöèîíàëüíà dt� âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöûíà ýòîì èíòåðâàëå, ïîýòîìó ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïðîïîðöèî-íàëüíà dt/dx, èëè

dWêëàññ

dx
∝ 1

v(x)
,ãäå v(x) = p(x)/m � êëàññè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû ñ êîîðäè-íàòîé x. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðè U(x) = const òî÷íîå ðåøå-íèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà èìååò âèä

ψ(x) = A eikx + B e−ikx ,

� 19. Ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ Áîðà � Çîììåð�åëüäà 71ãäå ~k = p. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî äëÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû âäîñòàòî÷íî ïëàâíî èçìåíÿþùåìñÿ ïîëå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèåâûãëÿäèò òàê:

ψ(x) =
1

√

k(x)

(

C1 e
i
∫ x
x0

k(x) dx
+ C2 e

−i
∫ x
x0

k(x) dx
)

,

~k(x) = p(x) =
√

2m[E − U(x)] . (18.2)×òîáû ïîêàçàòü ýòî, ïîäñòàâèì
ψ(x) = eiS(x)/~ , S(x) = S0(x) +

~

i
S1(x) + ...â óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà è óäåðæèì ÷ëåíû äî ïåðâîãî ïîðÿäêàïî ~:

(S ′
0)

2 − 2i~S ′
0 S ′

1 − i~S ′′
0 = p2(x) .Îòñþäà

S0(x) = Sêëàñ(x) = ±
∫

p(x) dx , S ′
1 = −1

2

S ′′
0

S ′
0

= −1

2

d

dx
ln p(x) ,ò. å.

S1(x) = ln
1

√

p(x)
+ const ,÷òî è ïðèâîäèò ê (2).Àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèå â êëàññè÷åñêè íåäîñòóïíîé îáëà-ñòè äà¼ò êâàçèêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå âèäà

ψ(x) =
1

√

κ(x)

(

C3 e
∫ x
x0

κ(x) dx
+ C4 e

−
∫ x
x0

κ(x) dx
)

,

~κ(x) =
√

2m[U(x) − E] . (18.3)



72 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û� 19. Ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ Áîðà � Çîììåð�åëüäà�àññìîòðèì äâèæåíèå ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå âèäàðèñ. 14 è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè êâà-çèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (18.1) âûïîëíåíû âñþäó, êðî-ìå ìàëûõ îêðåñòíîñòåé êëàññè÷åñêèõ òî÷åê ïîâîðîòà x = a è

x = b. Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè âîëíîâàÿ �óíêöèÿñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè x < a (îáëàñòü A íà ðèñ. 14) � ýòî

�èñ. 14. Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìàâîëíà, çàòóõàþùàÿ ïðè x → −∞:

ψA(x) =
A√
κ

exp

(

−
∫ a

x

κ dx

)

; (19.1)ïðè x > b (îáëàñòü C íà ðèñ. 14), àíàëîãè÷íî,

ψC(x) =
C√
κ

exp

(

−
∫ x

b

κ dx

)

. (19.2)Â êëàññè÷åñêè äîñòóïíîé îáëàñòè a < x < b âîëíîâóþ �óíê-öèþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñòîÿ÷åé âîëíû
ψB(x) =

B√
k

sin

(∫ x

a

k dx + α

)

. (19.3)Ñâÿçü êîý��èöèåíòîâ A, B, C è çíà÷åíèå �àçû α ìîãóòáûòü íàéäåíû èç óñëîâèÿ ñøèâêè ðåøåíèé (1)�(3). Ïðàâèëàñøèâêè (ñì. [1℄, � 47) ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó.

� 19. Ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ Áîðà � Çîììåð�åëüäà 73Ïðè ïåðåõîäå òî÷êè ïîâîðîòà a

1√
κ

exp

(

−
∫ a

x

κ dx

)

→ 2√
k

sin

(∫ x

a

k dx +
π

4

)

, (19.4)à ïðè ïåðåõîäå òî÷êè ïîâîðîòà b

1√
κ

exp

(

−
∫ x

b

κ dx

)

→ 2√
k

sin

(∫ b

x

k dx +
π

4

)

. (19.5)Èç óñëîâèÿ ñøèâêè (4) íàõîäèì:
ψB(x) =

2A√
k

sin

(∫ x

a

k dx +
π

4

)

. (19.6)Ïåðåïèñàâ àðãóìåíò ñèíóñà â âèäå
∫ x

a

k dx +
π

4
=

∫ b

a

k dx +

∫ x

b

k dx +
π

4
=

= −
∫ b

x

k dx − π

4
+ β ,ãäå

β =

∫ b

a

k dx +
π

2
,ïðåäñòàâèì ψB(x) â �îðìå, óäîáíîé äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ (5):

ψB(x) = − 2A√
k

sin

(∫ b

x

k dx +
π

4
− β

)

=

= − 2A√
k

[

sin

(∫ b

x

k dx +
π

4

)

cos β − cos

(∫ b

x

k dx +
π

4

)

sin β

]

,Ñðàâíèâàÿ òåïåðü ýòó �îðìóëó ñ óðàâíåíèåì (5), íàõîäèì,÷òî sin β = 0, èëè

β = (n + 1)π , n = 0, 1, 2, . . . , C = (−1)nA .



74 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÛÒàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ Áîðà �Çîììåð�åëüäà:

∮

p(x) dx = 2

∫ b

a

√

2m[En − U(x)] dx = 2π~ (n + 1

2
) .Â ψB(x) �àçà ìåíÿåòñÿ îò π

4 ïðè x = a äî

∫ b

a

k(x) dx +
π

4
= π

(

n +
3

4

)

ïðè x = b, òàê ÷òî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ óðîâíþ

En, èìååò, â ñîîòâåòñòâèè ñ îñöèëëÿöèîííîé òåîðåìîé, n íóëåé(óçëîâ ñòîÿ÷åé âîëíû).�àññìîòðèì òåïåðü ìíîãîìåðíîå äâèæåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìè-ñÿ ïåðåìåííûìè. Â ýòîì ñëó÷àå àäèàáàòè÷åñêèå èíâàðèàíòû âïðåäåëå áîëüøèõ êâàíòîâûõ ÷èñåë nj ≫ 1 áóäóò óäîâëåòâîðÿòüïðàâèëàì êâàíòîâàíèÿ:

∮

pj(x) dqj = 2π~nj , j = 1, 2, ..., s .Îòñþäà âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü îò êâàíòîâûõ ÷èñåë ëþáûõ �è-çè÷åñêèõ âåëè÷èí â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå âîçíèêàåò òîëü-êî â êîìáèíàöèè ~nj, ò. å. ïîëíàÿ ñòåïåíü êâàíòîâûõ ÷èñåë ñîâ-ïàäàåò ñî ñòåïåíüþ ~.Ôàçîâàÿ ïëîùàäü ∮
p(x) dx ðàñòåò ëèíåéíî ñ ðîñòîì ÷èñëàñîñòîÿíèé n, òàê ÷òî â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå íà êàæäîå ñîñòîÿ-íèå ïðèõîäèòñÿ ïëîùàäü 2π~, à ÷èñëî ñîñòîÿíèé â �àçîâîéÿ÷åéêå ∆x · ∆px ðàâíî

∆n =
∆x · ∆px

2π~
.Òàê êàê âîëíîâàÿ �óíêöèÿ áûñòðî óáûâàåò ïðè x < a è x >

b, òî íîðìèðîâêà âîëíîâîé �óíêöèè ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà
� 19. Ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ Áîðà � Çîììåð�åëüäà 75òîëüêî ïî îáëàñòè a < x < b:

1 ≈
∫ b

a

B2

k
sin2

(∫ x

a

k dx +
π

4

)

dx ≈ B2

2

∫ b

a

dx

k(x)
=

B2
~π

2mω
,ãäå

2π

ω
= Têëàññ = 2

∫ b

a

dx

v(x)� êëàññè÷åñêèé ïåðèîä êîëåáàíèé. Îòñþäà
B =

√

2mω

π~
.Â êâàçèêëàññèêå n ≫ 1, òàê ÷òî ïðè ∆n ≪ n ïîëó÷àåì

En+∆n − En ≈ dEn

dn
∆n .Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïî n ïðàâèëî êâàíòîâàíèÿ, òîãäà

2π~ =

∮
∂p

∂En

dEn

dn
dx =

∮
dx

v(x)
· dEn

dn
= Têëàññ dEn

dn
.Îòñþäà ðàçíîñòü áëèçêèõ óðîâíåé ñîñòàâëÿåò

En+∆n − En ≈ dEn

dn
∆n =

2π~

Têëàññ · ∆n = ~ω ∆n ,à ðàçíîñòü ñîñåäíèõ óðîâíåé (ïðè ∆n = 1) ðàâíà

En+1 − En ≈ ~ω .Èíûìè ñëîâàìè, â êàæäîì íåáîëüøîì ó÷àñòêå êâàçèêëàñ-ñè÷åñêîé ÷àñòè ñïåêòðà óðîâíè ýíåðãèè ýêâèäèñòàíòíû.Çàäà÷è19.1. Ïîëó÷èòü êâàçèêëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ óðîâíåéýíåðãèè ÷àñòèöû â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè â ñëó÷àå, êîãäà ååäâèæåíèå îãðàíè÷åíî ñíèçó èäåàëüíî îòðàæàþùåé ïëîñêîñòüþ.Óêàçàòü óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà.
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U(x) = U0

∣
∣
∣
x

a

∣
∣
∣

ν

; U0 > 0, ν > 0 ,íàéòè â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, êàê èçìåíÿåòñÿ ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óðîâíÿìè ýíåðãèè ñ óâåëè÷åíèåì nâ çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ν. Êàêîâà ïëîòíîñòü ñî-ñòîÿíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà?19.3. Íàéòè âîëíîâûå �óíêöèè ψn(x) äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãîîñöèëëÿòîðà ïðè n ≫ 1. Äàòü ãðà�èê |ψn(x)|2 è ñðàâíèòü åãî ñãðà�èêîì êëàññè÷åñêîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

dWêëàññ(x)

dx
=

2

v(x)Têëàññ ,ãäå Têëàññ = 2π/ω � êëàññè÷åñêèé ïåðèîä äâèæåíèÿ. Ñðàâíèòüòàêæå ýòè âåëè÷èíû äëÿ ñîñòîÿíèÿ n = 0.� 20. Ïîäáàðüåðíîå ïðîõîæäåíèå. Äâîéíàÿ ÿìà20.1. Ïîäáàðüåðíîå ïðîõîæäåíèåÄëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî áàðüåðà (ðèñ. 10) êîý��èöèåíò ïðîõîæ-äåíèÿ

D ≈ e−2κa .Îòñþäà äëÿ ïëàâíîãî áàðüåðà (ðèñ. 15) íàõîäèì
D ≈

∏

i

exp[−2κ(xi)∆xi] = e−2
∫ b
a κ(x) dx .Êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè ýòîé �îðìóëû îáû÷íûé:

∫ b

a

|p(x)| dx ≫ ~.

� 20. Ïîäáàðüåðíîå ïðîõîæäåíèå. Äâîéíàÿ ÿìà 77

�èñ. 15. Êâàçèêëàññè÷åñêèé áàðüåð20.2. Äâîéíàÿ ÿìàÑì. [1℄, çàäà÷à 3 ê � 50: Ïîëå U(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâåñèììåòðè÷íûå ïîòåíöèàëüíûå ÿìû, ðàçäåëåííûå áàðüåðîì. Åñ-ëè áû áàðüåð áûë íåïðîíèöàåì äëÿ ÷àñòèöû, òî ñóùåñòâîâàëèáû óðîâíè ýíåðãèè, îòâå÷àþùèå äâèæåíèþ ÷àñòèöû òîëüêî âîäíîé èëè â äðóãîé ÿìå, îäèíàêîâûå äëÿ îáåèõ ÿì. Âîçìîæ-íîñòü ïåðåõîäà ÷åðåç áàðüåð ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ êàæäîãîèõ ýòèõ óðîâíåé íà äâà áëèçêèõ óðîâíÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñî-ñòîÿíèÿì, â êîòîðûõ ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî â îáåèõÿìàõ. Îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ðàñùåïëåíèÿ (ïîëå U(x) ïðåäïîëà-ãàåòñÿ êâàçèêëàññè÷åñêèì).Äîïîëíèòåëüíî ïîêàæèòå, ÷òî åñëè

Ψ(x, t = 0) = ψ0(x)(÷àñòèöà â íà÷àëüíûé ìîìåíò íàõîäèòñÿ â ïðàâîé ÿìå), òî

Ψ(x, t) = e−iE0t/~

[

ψ0(x) cos
t

τ
+ i ψ0(−x) sin

t

τ

]

,ãäå τ = 2~/∆E. Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç âðåìÿ πτ/2 ÷àñòèöà îêà-æåòñÿ â ëåâîé ÿìå, ÷åðåç âðåìÿ πτ � ñíîâà â ïðàâîé ÿìå èò. ä.



78 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÛÇàäà÷è20.1. Âû÷èñëèòü â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè êîý��è-öèåíò ïðîõîæäåíèÿ ýëåêòðîíîâ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ìåòàëëà ïîääåéñòâèåì ñèëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E (�õîëîäíàÿ ýìèñ-ñèÿ�). Íàéòè ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ðàñ÷åòà. Îöåíèòü ïëîò-íîñòü òîêà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ìåòàëëà ïðè E ∼ −2 ýÂ, E ∼ 106Â/ñì.20.2. Íàéòè ðàñùåïëåíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â äâîéíîéÿìå. Ïîòåíöèàë êàæäîé ÿìû âáëèçè ìèíèìóìà àïïðîêñèìè-ðóåòñÿ îñöèëëÿòîðíûì, áàðüåð ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåòñÿ êâàçè-êëàññè÷åñêèì. Ñðàâíèòü îòâåòû äëÿ ýòîé çàäà÷è è äëÿ çàäà÷è3 ê � 50 èç [1℄.� 21. Êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿÂîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ìíîãèõ êâàíòîâûõ ñèñòåì (àòîìîâ,ìîëåêóë, ÿäåð è ò. ä.) ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýëåêòðîìàã-íèòíûì ïîëåì ñòàíîâÿòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè è ñèñòåìà ïåðåõî-äèò â äðóãîå ñîñòîÿíèå ñ èñïóñêàíèåì �îòîíîâ. Íåñòàöèîíàð-íûìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ìíîãèå ÿäðà, èñïûòûâàþùèå α- èëè β-ðàñïàäû. Åñëè íåîïðåäåë¼ííîñòü ýíåðãèè ñèñòåìû ∆E ìíîãîìåíüøå åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ En, òî òàêîå ñîñòîÿíèå íàçûâà-þò êâàçèñòàöèîíàðíûì, à âåëè÷èíó En íàçûâàþò ýíåðãèåéêâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ.Çàêîí ðàñïàäà: ÷èñëî ðàñïàâøèõñÿ çà âðåìÿ dt ÷àñòèö
dN(t) ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó èìåþùèõñÿ â äàííûé ìîìåíò ÷à-ñòèö N(t) è èíòåðâàëó âðåìåíè dt, ò. å.

dN(t) = −γN(t) dt ,ãäå γ � êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Îòñþäà ïîëó÷àåì
N(t) = N(0) e−γ t . (21.1)

� 21. Êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ 79Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòåé äèñïåðñèÿ ýíåðãèè òà-êîãî êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ∆E ∼ ~γ.Îïðåäåëåíèÿ: âðåìÿ æèçíè êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ
τ =

1

γ
,åãî øèðèíà

Γ = ~γ =
~

τ
.×àñòî èñïîëüçóþò òàêæå ïîíÿòèå ïåðèîäà ïîëóðàñïàäà T1/2,îïðåäåë¼ííîãî ñîîòíîøåíèåì

N(T1/2)

N(0)
=

1

2
, T1/2 = τ ln 2 ≈ 0, 7 τ .Ïóñòü ðàñïàäàþùååñÿ ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé�óíêöèåé Ψ(x, t), êîòîðàÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò ïðèíèìàåò çíà-÷åíèå Ψ(x, 0). Âåðîÿòíîñòü W (t) ñèñòåìå îñòàòüñÿ â íà÷àëüíîìñîñòîÿíèè ÷åðåç âðåìÿ t > 0 îïðåäåëÿåòñÿ àìïëèòóäîé

a(t) =

∫

dx Ψ∗(x, 0) · Ψ(x, t) , W (t) = |a(t)|2 .Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ:

Ψ(x, t) = ψEn(x) e−iEnt/~ , a(t) = e−iEnt/~ , W (t) = 1 .Äëÿ êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî

Ψ(x, t) ∝ e−iEnt/~ e−t/(2τ) , (21.2a)

a(t) = e−iEnt/~ e−t/(2τ) , W (t) = e−Γt/~ . (21.2b)Òàêàÿ âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü âîëíîâîé �óíêöèè îòâå÷àåòñïåêòðàëüíîìó ñîñòàâó ñîñòîÿíèÿ âèäà

∫ ∞

0

a(t) eiωt dt ∝ 1

~ω − En + i
2Γ

. (21.3)



80 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÛÏîêàæåì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ýòè ðåçóëüòàòû.Ñîñòîÿíèå Ψ(x, t), êîíå÷íî, íå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì èïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé

ψE(x):

Ψ(x, t) =

∫

cE e−iEt/~ ψE(x) dE , (21.4)ãäå êîý��èöèåíòû

cE =

∫

ψ∗
E(x) Ψ(x, 0) dxîïðåäåëÿþò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â ýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäñòàâ-ëåíèè

dW (E)

dE
= | cE |2 .Ïîäñòàâèì (4) è àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ Ψ(x, 0) â àìïëè-òóäó a(t):

a(t) =

∫ [∫

c∗E′ ψ∗
E′(x) dE ′

]

·
[∫

cE e−iEt/~ ψE(x) dE

]

dx ,ïðîâåäåì èíòåãðèðîâàíèå ïî x
∫

ψ∗
E′(x)ψE(x) dx = δ(E − E ′)è äàëåå ïî E ′. Â èòîãå ïîëó÷èì âàæíîå ñîîòíîøåíèå

a(t) =

∫

|cE|2 e−iEt/~ dE , (21.5)ò. å. âðåìåííîé çàêîí ðàñïàäà îïðåäåëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷å-ñêèì ðàñïðåäåëåíèåì íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (Ôîê è Êðû-ëîâ, 1947).�àññìîòðèì ìîäåëü, â êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèèèìååò ðåçîíàíñíûé õàðàêòåð òèïà (3), ò. å. ñîñðåäîòî÷åíî âáëè-çè çíà÷åíèÿ En â èíòåðâàëå ∆E ∼ Γ (ðèñ. 16):
| cE |2 =

dW

dE
=

Γ

2π[(E − En)2 + (Γ/2)2]
. (21.6)

� 21. Êâàçèñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ 81

EE− E+En

w0

1
2w0

dW/dE

�èñ. 16. �àñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèè äëÿ êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ(çäåñü w0 = 2/(πΓ) è E± = En ± 1
2Γ)Ïîäñòàâèì ýòî çíà÷åíèå â (5) è çàìåíèì èíòåãðàë ïî âåùåñòâåí-íîé ïåðåìåííîé E â ïðåäåëàõ îò −∞ äî +∞ íà çàìêíóòûé êîí-òóð, ñîäåðæàùèé âåùåñòâåííóþ îñü è ïîëóîêðóæíîñòü ðàäèóñà

R → ∞ â íèæíåé (ïðè t > 0) ïîëóïëîñêîñòè. Âçÿâ âû÷åò âíèæíåé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé E â òî÷êå2

E = En − i
2Γ , (21.7)ìû ïîëó÷èì a(t) è W (t) â ñîãëàñèè ñ �îðìóëîé (2).Ïðè Γ → 0 èìååì:

dW

dE
→ δ(E − En) ,è ñîñòîÿíèå ïåðåõîäèò â ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé En.2Ôîðìóëó (7) èíîãäà èíòåðïðåòèðóþò òàêèì îáðàçîì: êâàçèñòàöèîíàðíîåñîñòîÿíèå ìîæíî �îðìàëüíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîñòîÿíèå ñ êîìïëåêñíîéýíåðãèåé E = En − i

2Γ, â êîòîðîé ìíèìàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåò øèðèíó ñîñòî-ÿíèÿ.



82 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÛÇàäà÷à21.1. Íàéòè ïîëîæåíèå è øèðèíó êâàçèñòàöèîíàðíûõ ñîñòî-ÿíèé â ïîëå

U(x) =

{
∞ ïðè x < 0

G δ(x − a) ïðè x > 0 .Ñïåöèàëüíî îáñóäèòü ñëó÷àé ìàëîïðîíèöàåìîãî áàðüåðà (ïðè

G ≫ ~
2/(ma), ñð. ñ çàäà÷åé 4.56 èç [4℄).� 22. Ìîäåëü α-ðàñïàäàÓ òÿæåëûõ α-àêòèâíûõ ÿäåð âðåìÿ æèçíè èçìåíÿåòñÿ âî÷åíü øèðîêèõ ïðåäåëàõ τ ∼ 10−7 ñ ÷1017 ëåò, à ýíåðãèÿ âû-ëåòàþùèõ α-÷àñòèö, íàïðîòèâ, èçìåíÿåòñÿ â î÷åíü óçêîì èí-òåðâàëå E = 4 ÷ 9 ÌýÂ. Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíà î÷åíüñèëüíàÿ çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ïîëóðàñïàäà T1/2 îò ýíåðãèè âû-ëåòàþùèõ α-÷àñòèö E (çàêîí �åéãåðà � Íåòòîëà):

lg T1/2 = −A +
B√
E

,ãäå A è B � êîíñòàíòû, ñëàáî çàâèñÿùèå îò çàðÿäà ÿäðà Z(äëÿ Z = 90 èçâåñòíî A = 51, 94; B = 139, 4 ÌýÂ1/2, åñëè T1/2â ñåêóíäàõ). Îáúÿñíåíèå îñîáåííîñòåé α-ðàñïàäà áûëî äàíî âêâàíòîâîé ìåõàíèêå (�. �àìîâ, 1928).Ïóñòü α-÷àñòèöà äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå âèäàðèñ. 17, ãäå íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ äåéñòâóþò ïðèòÿãèâàþùèåÿäåðíûå ñèëû, à íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ � êóëîíîâñêîå îò-òàëêèâàíèå. Ïðè b → ∞ óðîâåíü En � îáû÷íîå ñòàöèîíàðíîåñîñòîÿíèå ñ Γ = 0. Êîíå÷íîñòü áàðüåðà ïðèâîäèò ê êîíå÷íî-ìó âðåìåíè æèçíè τ è ∆E ∼ Γ. Îöåíêó âðåìåíè æèçíè ìîæíîïðîâåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: α-÷àñòèöà ïîäõîäèò ê ãðàíè÷íîé
� 22. Ìîäåëü α-ðàñïàäà 83

�èñ. 17. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àþ α-ðàñïàäàòî÷êå a â ñðåäíåì 1/Têëàññ ðàç â ñåêóíäó, ãäå

Têëàññ = 2

∫ a

0

dr

v(r)
,è ïðîñà÷èâàåòñÿ ÷åðåç áàðüåð ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé êîý��è-öèåíòó ïðîõîæäåíèÿ D. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âðåìåíè æèçíèïîëó÷àåì îöåíêó

τ ∼ Têëàññ

D
.Òàêîé æå îòâåò ïîëó÷àåòñÿ è â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëè-æåíèè. �àñ÷åò â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ïðîâîäèòü â ñëåäóþùåéïîñòàíîâêå. Èùåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñ âîëíîâîé �óíê-öèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîÿ÷åé âîëíå â îáëàñòè 0 < r < a èñóïåðïîçèöèè äâóõ áåãóùèõ âîëí:

ψ(r) ∝ A(E) eikr + B(E) e−ikr ïðè r → ∞ . (22.1)Ïîòðåáóåì, ÷òîáû êîý��èöèåíò B(E) îáðàùàëñÿ â íóëü,

B(E) = 0 , (22.2)



84 �ëàâà II. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ Ø��ÄÈÍ�Å�À. ÎÏÅ�ÀÒÎ�Û÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûëåòàíèþ ÷àñòèö èç îáëàñòè r < a. Òà-êîå òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèéýíåðãèè âèäà (21.7). Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå ñîîò-âåòñòâóåò êâàçèñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ ñ øèðèíîé, îïðåäå-ëÿåìîé ìíèìîé ÷àñòüþ íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè.Çàäà÷à22.1.Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ α-÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ â ìîäåëüíîìïîòåíöèàëå

U(r) =

{
0 ïðè r < a

α/r ïðè r > aè ïðè óñëîâèè E ≪ α/a, äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ çàêîí �åéãåðà �Íåòòîëà, è íàéòè âèä êîý��èöèåíòîâ A è B ÷åðåç ïàðàìåòðûçàäà÷è.

�ëàâà IIIÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ.ÖÅÍÒ�ÀËÜÍÎÅ ÏÎËÅ

� 23. Ìîìåíò èìïóëüñà23.1. Ñäâèã è ïîâîðîòÎïåðàöèè ñäâèãà è ïîâîðîòà èìåþò ðÿä îáùèõ ÷åðò. Äëÿ îä-íîé ÷àñòèöû îïåðàòîð ñäâèãà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

T̂a ψ(r) ≡ ψ(r + a)è ñîîòâåòñòâóåò3 ñäâèãó ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ðàññòîÿíèå a èëèñäâèãó ÷àñòèöû íà ðàññòîÿíèå (−a). Â � 16 ïîêàçàíî, ÷òî îïå-ðàòîð ñäâèãà ñâÿçàí ñ îïåðàòîðîì èìïóëüñà p̂ ñîîòíîøåíèåì

T̂a = eiap̂/~ .3Äëÿ ñêàëÿðíîé (íå îáëàäàþùåé ñïèíîì) ÷àñòèöû ïðåîáðàçîâàííàÿ âîë-íîâàÿ �óíêöèÿ â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ψ′(r′) äîëæíà ñîâïàäàòü ñ èñõîäíîéâîëíîâîé �óíêöèåé â ñòàðûõ êîîðäèíàòàõ ψ(r), ò. å. äîëæíû âûïîëíÿòüñÿðàâåíñòâà

ψ′(r′) = T̂a ψ(r′) = ψ(r′ + a) = ψ(r) .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî r′ = r − a, ò. å. îïåðàòîð T̂a ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãóñèñòåìû êîîðäèíàò íà ðàññòîÿíèå a. Ñàìà ÷àñòèöà ïðè ýòîì ñìåùàåòñÿ íàðàññòîÿíèå (−a), â ÷àñòíîñòè, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà r â ñîñòîÿíèÿõ

ψ′(r) è ψ(r) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

〈ψ′(r)| r |ψ′(r)〉 = 〈ψ(r)| T̂−1
a

rT̂a |ψ(r)〉 = 〈ψ(r)| r |ψ(r)〉 − a .



86 �ëàâà III. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ. ÖÅÍÒ�ÀËÜÍÎÅ ÏÎËÅ�àññìîòðèì ïîâîðîò íà óãîë θ= θ n, ãäå åäèíè÷íûé âåêòîð

n çàäàåò íàïðàâëåíèå îñè ïîâîðîòà. Ïóñòü ïðè òàêîì ïîâîðîòåêîìïîíåíòû âåêòîðà r ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó

x′
i =

3∑

k=1

Λik xk ,ãäå Λ � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîâîðîòà, ΛT = Λ−1, ò. å. âåêòîð

r ïåðåõîäèò â âåêòîð r′:

r′ = Λr .Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð ïîâîðîòà, îïðåäåë¼ííûé äëÿ áåñ-ñïèíîâîé ÷àñòèöû êàê

R̂θ ψ(r) ≡ ψ(Λ−1r) ,ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòó ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë θ èëè ïî-âîðîòó ÷àñòèöû íà óãîë (−θ) è ñâÿçàí ñ îïåðàòîðîì ìîìåíòàèìïóëüñà M̂ = r × p̂ ñîîòíîøåíèåì4

R̂θ = eiθM̂/~ .Ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïåðàòîðà

p̂z = −i~
∂

∂zèìååò âèä

ψk(z) =
eikz

√
2π4Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ äëÿ îïåðàòîðà ïîâîðîòà èìåþò ìåñòîðàâåíñòâà

ψ′(r′) = R̂θ ψ(r′) = ψ(Λ−1r′) = ψ(r) , R̂−1
θ

r R̂θ = Λ r .

� 23. Ìîìåíò èìïóëüñà 87è ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ~k. Àíàëîãè÷íî ñîá-ñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïåðàòîðà

M̂z = p̂ϕ = −i~
∂

∂ϕ
,ãäå ϕ � àçèìóòàëüíûé óãîë â ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, èìååòâèä

Φm(ϕ) = A eimϕè ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ~m. Íà ýòîì îäíàêîàíàëîãèÿ ìåæäó ñäâèãîì è ïîâîðîòîì êîí÷àåòñÿ.Ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïåðàòîðà p̂z îïðåäåëåíà íà âñåé ïðÿ-ìîé,

−∞ < z < +∞ ,ñïåêòð îïåðàòîðà èìïóëüñà íåïðåðûâíûé, à åãî ñîáñòâåííûå�óíêöèè íîðìèðîâàíû íà δ-�óíêöèþ:

∫ ∞

−∞
ψk(z)∗ψk′(z) dz = δ(k − k′) .Ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïåðàòîðà M̂z îïðåäåëåíà â îãðàíè÷åí-íîé îáëàñòè,

0 ≤ ϕ ≤ 2π ,òðåáîâàíèå îäíîçíà÷íîñòè

Φm(ϕ + 2π) = Φm(ϕ)ïðèâîäèò ê äèñêðåòíîìó ñïåêòðó

m = 0, ±1, ±2, . . .Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà

M̂z òàêîâà:

Φm(ϕ) =
eimϕ

√
2π

,

∫ 2π

0

Φ∗
m′(ϕ) Φm(ϕ) dϕ = δmm′ . (23.1)



88 �ëàâà III. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ. ÖÅÍÒ�ÀËÜÍÎÅ ÏÎËÅÄàëåå ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû îïåðàòîðà èìïóëüñà êîììóòè-ðóþò äðóã ñ äðóãîì, ïëîñêàÿ âîëíà

ψk(r) =
eikr

(2π)3/2ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâìåñòíóþ ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ îïåðà-òîðîâ p̂x, p̂y è p̂z. Íàïðîòèâ, ðàçëè÷íûå êîìïîíåíòû îïåðàòîðàìîìåíòà èìïóëüñà íå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Ââåäåì áåç-ðàçìåðíûé îïåðàòîð

l̂ ≡ M̂

~
= −ir ×∇ .Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

[l̂j, l̂k] = iεjknl̂n, [l̂j, l̂
2] = 0 . (23.2)Îòñþäà âèäíî, ÷òî ìîæíî èñêàòü ñîâìåñòíûå ñîáñòâåííûå�óíêöèè îïåðàòîðîâ l̂x è l̂2, èëè l̂y è l̂2, èëè l̂z è l̂2, îáû÷íîâûáèðàþò ïîñëåäíèé âàðèàíò:

l̂2 ψλm = λ ψλm , l̂z ψλm = m ψλm . (23.3)23.2. Ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéîïåðàòîðîâ l̂z è l̂2, ñëåäóþùèå èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèéÎïðåäåëèì îïåðàòîðû l̂+ è l̂− ñîîòíîøåíèåì

l̂± = l̂x ± i l̂y ,ïðè ýòîì (l̂+)+ = l̂−. Íåòðóäíî ïîêàçàòü,÷òî
l̂z l̂± = l̂±

(

l̂z ± 1
)

, (23.4)

[l̂±, l̂2] = 0 , (23.5)

l̂2 = l̂+l̂− + l̂2z − l̂z = l̂−l̂+ + l̂2z + l̂z . (23.6)

� 23. Ìîìåíò èìïóëüñà 89Ñîîòíîøåíèÿ (4) ìåæäó îïåðàòîðîì l̂z è îïåðàòîðàìè l̂+ è l̂−àíàëîãè÷íû ñîîòíîøåíèÿì (7.1) ìåæäó îïåðàòîðîì �àìèëüòîíà
Ĥ è ïîâûøàþùèì â+ è ïîíèæàþùèì â îïåðàòîðàìè äëÿ ëè-íåéíîãî îñöèëëÿòîðà. Ïîýòîìó îïåðàòîðû l̂+ è l̂− èãðàþò ðîëüïîâûøàþùèõ è ïîíèæàþùèõ îïåðàòîðîâ äëÿ ñîñòîÿíèé ñ îïðå-äåë¼ííûì çíà÷åíèåì l̂z. Äåéñòâèòåëüíî, èç (4)�(5) ñëåäóåò

l̂2 l̂± ψλm = λ l̂± ψλm , l̂z l̂± ψλm = (m ± 1) l̂± ψλm ,ò. å.

l̂± ψλm = Cλm ψλm±1 . (23.7)Ïîñêîëüêó 〈 l2z 〉 ≤ 〈 l2 〉, òî ïðè çàäàííîì λ ñóùåñòâóåò ìàêñè-ìàëüíîå çíà÷åíèå m, îáîçíà÷èì åãî mmax ≡ l, è ìèíèìàëüíîåçíà÷åíèå mmin = −l. ßñíî, ÷òî
l̂+ ψλl = 0 ,îòñþäà ñ ó÷åòîì (6) ïîëó÷àåì:

l̂−l̂+ ψλl =
(

l̂2 − l̂2z − l̂z

)

ψλl =
(
λ − l2 − l

)
ψλl = 0 ,èëè

λ = l(l + 1) .Ïðèìåíÿÿ n ðàç ïîíèæàþùèé îïåðàòîð l̂− ê ñîñòîÿíèþ ñ íàè-áîëüøèì mmax = l, ìû ïîëó÷èì:

(l̂−)n ψλl ∝ ψλl−n .Óâåëè÷èâàÿ n, ìû ïðèäåì ê íàèìåíüøåìó çíà÷åíèþ mmin = −l,â ýòîì ñëó÷àå l − n = −l, ò. å.

2l � öåëîå ÷èñëî . (23.8)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî l ìîæåò ïðèíèìàòü ëèáî öåëûå çíà÷åíèÿ(ýòîò âûâîä ìû óæå ïîëó÷èëè ðàíåå èç òðåáîâàíèÿ îäíîçíà÷íî-ñòè �óíêöèè Φm(ϕ)), ëèáî ïîëóöåëûå çíà÷åíèÿ (ýòîò âàðèàíòìû ðàññìîòðèì â � 36, ïîñâÿùåííîì ÷àñòèöàì ñî ñïèíîì 1/2).



90 �ëàâà III. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ. ÖÅÍÒ�ÀËÜÍÎÅ ÏÎËÅÍàéäåì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ l̂±. Áóäåì îáîçíà-÷àòü ñîñòîÿíèå ψλm ñ λ = l(l + 1) êàê |lm〉 è óñðåäíèì (6) ïîýòîìó ñîñòîÿíèþ, òîãäà

l(l + 1) = 〈lm|l̂+l̂−|lm〉 + m2 − m =

= 〈lm|l̂+|lm − 1〉〈lm − 1|l̂−|lm〉 + m2 − m ,ò. å.

|〈lm|l̂+|lm − 1〉|2 = l2 + l − m2 + m .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

〈lm| l̂+ |lm − 1〉 = 〈lm − 1| l̂− |lm〉 =
√

(l + m)(l − m + 1) .

(23.9)Èçâëåêàÿ êâàäðàòíûé êîðåíü, ìû âûáðàëè îïðåäåë¼ííûé (ïî-ëîæèòåëüíûé) çíàê, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò �èêñèðîâàíèþ �àçîâûõñîîòíîøåíèé ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè |lm〉 ñ äàííûì l.Ïîëó÷åííûå �îðìóëû îïðåäåëÿþò òàêæå è êîý��èöèåíòû

C â ñîîòíîøåíèè (7):

l̂+ |lm〉 =
√

(l + m + 1)(l − m) |lm + 1〉 ,

l̂− |lm〉 =
√

(l + m)(l − m + 1) |lm − 1〉 . (23.10)Çíàÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû l̂±, ëåãêî íàéòè è îòëè÷íûå îòíóëÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû l̂j:

〈lm| l̂x |lm − 1〉 = 〈lm − 1| l̂x |lm〉 =
1

2

√

(l + m)(l − m + 1) ,

〈lm| l̂y |lm − 1〉 = −〈lm − 1| l̂y |lm〉 = − i

2

√

(l + m)(l − m + 1) ,

〈lm| l̂z |lm〉 = m . (23.11)Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà óêàæåì íåêîòîðîå îáîáùåíèåêîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (2). Ïóñòü Ŝ � ñêàëÿðíûé îïå-ðàòîð, ïîñòðîåííûé èç îïåðàòîðîâ âèäà r2, p̂2, rp̂ + p̂r, ò. å.
Ŝ = Ŝ(r2, , p̂2, rp̂ + p̂r) .

� 23. Ìîìåíò èìïóëüñà 91Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàêîìó îïåðàòîðó �èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà íåèçìåíÿåòñÿ ïðè ïîâîðîòå, ïîýòîìó îí êîììóòèðóåò ñ îïåðàòî-ðîì ìîìåíòà èìïóëüñà

[l̂j, Ŝ] = 0 .�àññìîòðèì òåïåðü âåêòîðíûé îïåðàòîð âèäà
V̂ = r Ŝ1 + p̂ Ŝ2 + M̂ Ŝ3 , Ŝj ≡ Ŝj(r

2 , p̂2, rp̂ + p̂r) .Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû êîììóòàöèîí-íûå ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿì (2):

[l̂j, V̂k] = iεjknV̂n, [l̂j, V̂
2] = 0 . (23.12)Ïðè ïîâîðîòå íà óãîë θn âåêòîðíûé îïåðàòîð ïðåîáðàçóåòñÿ ïîòîìó æå çàêîíó, ÷òî è êîîðäèíàòû, ò. å.

R̂−1
θ V̂ R̂θ = Λ V̂ , (23.13)ãäå îïåðàòîð ïîâîðîòà

R̂θ = eiθnl̂ ,à Λ � ìàòðèöà ïîâîðîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèþ êî-îðäèíàò r′ = Λr.23.3. Ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèèÄëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíêðåòíîãî âèäà ñîáñòâåííûõ �óíêöèé óäîá-íî èñïîëüçîâàòü ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ

l̂z = −i
∂

∂ϕ
, l̂± = e±iϕ

(

± ∂

∂θ
+ i ctg θ

∂

∂ϕ

)

,

l̂2 = −
[

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]

.



92 �ëàâà III. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ. ÖÅÍÒ�ÀËÜÍÎÅ ÏÎËÅÑîâìåñòíûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðîâ l̂2 è l̂z óäîáíî èñ-êàòü â âèäå

Ylm(θ, ϕ) = Θlm(θ) Φm(ϕ) ,ãäå �óíêöèÿ Φm(ϕ) îïðåäåëåíà â (1) ñ

m = 0, ±1, ±2, . . . , ±l .Äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè Θlm(θ) ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêîéïðèåì. Óñëîâèå

l̂+ Yll(θ, ϕ) = 0ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

(
d

dθ
− l ctg θ

)

Θll(θ) = 0 ,îòêóäà ïîëó÷àåì

Yll(θ, ϕ) = Al e
ilϕ sinl θ ,ãäå ìíîæèòåëü Al îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè. Ïîñëå-äîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ïîíèæàþùèé îïåðàòîð â ñîîòâåòñòâèè ñ(10), ïîëó÷èì ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè:

Ylm(θ, ϕ) = (−1)
m+|m|

2

√

2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)! Pm

l (cos θ) eimϕ ,ãäå Pm
l (x) � ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà. Ñ�åðè÷å-ñêèå �óíêöèè îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàíóþ ñèñòåìó

∫

Y ∗
l′m′(θ, ϕ) Ylm(θ, ϕ) dΩ = δll′ δmm′ .Âìåñòî ñ�åðè÷åñêèõ óãëîâ θ è ϕ íåðåäêî èñïîëüçóþò êîìïî-íåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà:

n =
r

r
, nx = sin θ cos ϕ , ny = sin θ sin ϕ , nz = cos θ .

� 23. Ìîìåíò èìïóëüñà 93Ñ�åðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ Ylm(n) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îäíîðîäíûõ ïî-ëèíîìîâ ïî ïåðåìåííûì ni ñòåïåíè l, â ÷àñòíîñòè,
Yll(θ, ϕ) = Al e

ilϕ sinl θ = Al (nx + iny)
l ,

√
2l Yll−1(θ, ϕ) = l̂− Yll(θ, ϕ) = −l Al (nx + iny)

l−1 nz , . . .Îòðàæåíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò r → −r â ñ�åðè÷åñêèõ êî-îðäèíàòàõ îáû÷íî îïðåäåëÿþò òàê:
r → r, θ → π − θ, ϕ → ϕ + π .Ïðè ýòîì

Ylm(−n) = (−1)l Ylm(n) .Ïðèìåðû:
Y00 =

√

1

4π
, Y10 =

√

3

4π
cos θ =

√

3

4π
nz ,

Y1±1 = ∓
√

3

8π
sin θ e±iϕ = ∓

√

3

8π
(nx ± iny) .Çàäà÷è23.1. Â ñîñòîÿíèè ÷àñòèöû, çàäàííîì âîëíîâîé �óíêöèåé

Φ(ϕ) = A cos2 ϕ ,íàéòè âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé m ïðîåêöèè ìîìåíòàèìïóëüñà íà îñü z è 〈lz〉. Òî æå äëÿ

Φ(ϕ) = A eiϕ cos2 ϕ .23.2. Îáñóäèòü âîïðîñ î òîì, êóäà íàïðàâëåí âåêòîð 〈ψ| l̂ |ψ〉â ñîñòîÿíèÿõ

ψ = Yll è ψ =
1√
2
(Y11 + Y1−1) .



94 �ëàâà III. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ. ÖÅÍÒ�ÀËÜÍÎÅ ÏÎËÅÏîêàçàòü, ÷òî â ñîñòîÿíèè ψm ñ îïðåäåë¼ííîé ïðîåêöèåé ìî-ìåíòà èìïóëüñà m íà îñü z ñðåäíèå çíà÷åíèÿ 〈lx〉 = 〈ly〉 = 0.23.3. Èññëåäîâàòü êà÷åñòâåííî óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîò-íîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿ ñîñòîÿíèé, îïèñûâàåìûõ ñ�åðè÷åñêèìè�óíêöèÿìè Yl,m=l è Yl,m=0, ñ÷èòàÿ l ≫ 1.23.4. Óêàçàòü, ïðè êàêèõ m è m′ ìîãóò áûòü îòëè÷íû îò íóëÿìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äèïîëüíîãî 〈m′|xi |m〉 è êâàäðóïîëüíîãî

〈m′|xixj − 1

3
δijr

2 |m〉 ìîìåíòîâ.23.5. ×àñòèöà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà

l = 1 è åãî ïðîåêöèåé m (m = 0,±1) íà îñü z. Íàéòè âåðîÿòíî-ñòè W (m′, m) ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà

m′ íà îñü z′, ñîñòàâëÿþùóþ óãîë α ñ îñüþ z. �àññìîòðåòü, â÷àñòíîñòè, ñëó÷àé, êîãäà îñü z′ ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè z.23.6. Íàéòè Ỹlm(θ, ϕ) � ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðîâ l̂2è l̂x äëÿ l = 1.� 24. Äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå24.1. Óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé �óíêöèèÄëÿ öåíòðàëüíîãî ïîëÿ óäîáíû ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, âêîòîðûõ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò âèä

[

− ~
2

2m

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)

+
~

2l̂2

2mr2
+ U(r)

]

ψ(r, θ, ϕ) = E ψ(r, θ, ϕ) .Åãî ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî
~

2l̂2

r2
= − [p̂ × r]

1

r2
[r × p̂] = p̂2 − (p̂ · r) 1

r2
(r · p̂) .�àçäåëÿÿ ïåðåìåííûå

ψ = R(r) Ylm(θ, ϕ) ,

� 24. Äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå 95ïîëó÷èì äëÿ ðàäèàëüíîé �óíêöèè óðàâíåíèå
[

− ~
2

2m

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr

)

+ Uý�(r)

]

Rl(r) = El Rl(r) ,â êîòîðîì

Uý� = U(r) +
~

2l(l + 1)

2mr2
.Îò ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïî r ìîæíî èçáàâèòüñÿ çàìåíîé

Rl(r) =
χl(r)

r
.Äëÿ χl(r) ïîëó÷àåì îáû÷íîå îäíîìåðíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãå-ðà

− ~
2

2m
χ′′

l (r) + Uý�(r)χl(r) = El χl(r) ,íî ñ ý��åêòèâíûì ïîòåíöèàëîì Uý�(r), çàâèñÿùèì îò l. Óñëî-âèå íîðìèðîâêè äëÿ �óíêöèè χl(r) â ñëó÷àå �èíèòíîãî äâèæå-íèÿ òàêîâî: ∫ ∞

0

|χl(r) |2 dr = 1 .Åñëè �óíêöèÿ U(r) âñþäó êîíå÷íà, à ïðè r → 0 îáðàùàåòñÿâ áåñêîíå÷íîñòü, íî òàê ÷òî r2U(r) → 0, òî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ

ψ(r) äîëæíà áûòü êîíå÷íîé âî âñåì ïðîñòðàíñòâå (ñì. [1℄ � 35).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

χl(r) → 0 ïðè r → 0 . (24.1)Òåðìèíîëîãèÿ:

l = 0, 1, 2, 3, . . . (s, p, d, f, . . .) � àçèìóòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñ-ëî,

m = 0, ±1, . . . ,±l � ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî.�àäèàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî nr ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó íóëåé �óíê-öèè χl(r) (êðîìå òî÷åê r = 0 è r = ∞).



96 �ëàâà III. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ. ÖÅÍÒ�ÀËÜÍÎÅ ÏÎËÅÏîâåäåíèå ïðè r → 0.Ïóñòü r2U(r) → 0 ïðè r → 0, òîãäà ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

χ′′
l (r) =

l(l + 1)

r2
χl(r)ñëóæàò �óíêöèè

χl(r) = arl+1 è χl(r) =
b

rl
. (24.2)Âòîðîå ðåøåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1) è ïîòîìó íå ãî-äèòñÿ.Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáûõ l

χl(0) = 0 .Ñîîòâåòñòâåííî

ψ(0) 6= 0 ëèøü äëÿ l = 0 (s-ñîñòîÿíèÿ) .Çàìåòèì, ÷òî âûâîä êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà òðåáóåò íåêîòîðîé àêêó-ðàòíîñòè, òàê êàê ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ r ý��åêòèâíàÿ ïîòåí-öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèíãóëÿðíà, Uý�(r) ≈ ~
2l(l + 1)/(2mr2). �å-çóëüòàò òàêîãî ðàññìîòðåíèÿ (ñì. çàäà÷ó 2 èç � 5 â [3℄) ñâîäèòñÿê ïðîñòîé çàìåíå

l(l + 1) → (l + 1/2)2â ý��åêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ýòà çàìåíà çàâåäîìîäîïóñòèìà äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêèõ îðáèòàëüíûõ ìîìåíòîâ, ò. å.ïðè l ≫ 1. À êðîìå òîãî, ïðè ëþáûõ l îíà îáåñïå÷èâàåò ïðà-âèëüíîå ïîâåäåíèå ðàäèàëüíîé âîëíîâîé �óíêöèè íà ìàëûõðàññòîÿíèÿõ, åñëè öåíòðîáåæíûé ÷ëåí äîìèíèðóåò ïðè r → 0.Äåéñòâèòåëüíî, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, èìåííî ïðè òàêîé çà-ìåíå êâàçèêëàññè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé âîëíîâîé
� 24. Äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå 97�óíêöèè

χ(r) =
C

√

κ(r)
e
±

∫ r
r0

κ(r) dr
, κ(r) =

l + 1/2

rïðàâèëüíî âîñïðîèçâîäèò àñèìïòîòèêó (2).Ïîâåäåíèå ïðè r → ∞Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïîëå óáûâàåò äîñòàòî÷íî áûñòðî, ïîëó÷èì

χ′′
l (r) = −2mE

~2
χl(r) ,òàê ÷òî

χl(r) =

{
A e±ikr èëè B sin(kr + αl) ïðè E > 0 ,

C e−κr ïðè E < 0 ,ãäå ~k =
√

2mE, à ~κ =
√
−2mE.24.2. Ñâîáîäíîå äâèæåíèåÏðè l = 0 ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

χ′′(r) + k2χ(r) = 0ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì χ(0) = 0 ñëóæèò �óíêöèÿ

χk0(r) = A sin kr .Îïðåäåëèì êîý��èöèåíò A, èñïîëüçóÿ íîðìèðîâêó íà δ-�óí-êöèþ �ïî øêàëå k�:

δ(k − k′) =

∫ ∞

0

χk′0(r) χk0(r) dr =

= −|A|2
4

∫ ∞

0

[

ei(k+k′)r + e−i(k+k′)r − (k → −k)
]

dr =

= −|A|2
4

∫ ∞

−∞
ei(k+k′)r dr + (k → −k) =

= −|A|2
4

[2π δ(k + k′) − 2π δ(k − k′) ] ;
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A =

√

2

π
.Â èòîãå

χk0(r) =

√

2

π
sin kr .Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [1℄, � 33), ÷òî ïðè l > 0

χkl(r) =
rl+1

kl

(

−1

r

d

dr

)l
χk0(r)

r
=
√

krJl+1/2(kr) ;îòñþäà

χkl(r) →
√

2

π
·







(kr)l+1

(2l + 1)!!

ïðè r → 0,

sin
(
kr − πl

2

) ïðè r → ∞ .Åñëè ïîëå óáûâàåò ïðè r → ∞ äîñòàòî÷íî áûñòðî, òî ïðè

E > 0 è áîëüøèõ r äâèæåíèå ñòàíîâèòñÿ ñâîáîäíûì, ïîýòîìó

χkl(r) ≈
√

2

π
sin

(

kr − πl

2
+ δl

)

,ïðè ýòîì âñå îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ çàêëþ÷å-íî â âåëè÷èíàõ δl, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ �àçàìè ðàññåÿíèÿ (îíèèìåþò âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè ðàññåÿíèÿ (ñì. � 34)).Çàäà÷è24.1. Îïðåäåëèòü óðîâíè ýíåðãèè äëÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñìîìåíòîì l = 0 â ñ�åðè÷åñêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîéÿìå:

U(r) =

{
−V ïðè r < a

0 ïðè r > a .Ïîêàçàòü, ÷òî ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å 4.1.

� 25. Àòîì âîäîðîäà 9924.2. Îïðåäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé ïîÿâëÿþòñÿóðîâíè ñ ðàçëè÷íûìè l ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ ãëóáèíû ÿìû V .24.3. Êàê ìåíÿþòñÿ çíà÷åíèÿ Enrl ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé÷àñòèöû â äèñêðåòíîì ñïåêòðå:à) ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè l ñ óâåëè÷åíèåì nr;á) ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè nr ñ óâåëè÷åíèåì l?24.4. Íàéòè óðîâíè ýíåðãèè è íîðìèðîâàííûå âîëíîâûå�óíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñ�åðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

U(r) = 1
2kr2, èñïîëüçóÿ äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Îïðåäåëèòüêðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ óðîâíåé.Ïðîèçâåñòè êëàññè�èêàöèþ ÷åòûðåõ íèæíèõ óðîâíåé îñöèë-ëÿòîðà ïî nr, l è ÷¼òíîñòè, èñõîäÿ òîëüêî èç èçâåñòíîãî çíà÷å-íèÿ êðàòíîñòè âûðîæäåíèÿ óðîâíåé.Êàêàÿ êîìáèíàöèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé ψn1n2n3 îòâå÷àåò ñîñòî-ÿíèþ îñöèëëÿòîðà ñ ìîìåíòîì l = 0 (ïðè N = n1+n2+n3 = 2)?24.5. Íåñâÿçàííûé ýëåêòðîí ñîçäàåò â æèäêîì ãåëèè âîêðóãñåáÿ ïóçûðåê. Íàéòè ðàäèóñ ïóçûðüêà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî åãîñ�åðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñëóæèò íåïðîíèöàåìûì ïîòåíöèàëü-íûì áàðüåðîì äëÿ ýëåêòðîíà. Êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãîíàòÿæåíèÿ æèäêîãî ãåëèÿ α = 0, 36 · 10−7 Äæ·ñì−2.

� 25. Àòîì âîäîðîäàÇàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äâèæåíèþ â ïîëå

U = −e2

r÷àñòèöû 
 ïðèâåäåííîé ìàññîé

m =
memp

me + mp
≈ me ;



100 �ëàâà III. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ. ÖÅÍÒ�ÀËÜÍÎÅ ÏÎËÅíèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àé E < 0 (ñâÿçàííûå ñîñòî-ÿíèÿ) è èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

κ =

√

−2mE

~2
.Àòîìíàÿ ñèñòåìà åäèíèöÅñòåñòâåííàÿ ñèñòåìà åäèíèö äëÿ çàäà÷è îá àòîìå âîäîðîäàâêëþ÷àåò ~, e, m. Èç íèõ ñòðîÿòñÿ åäèíèöû äëèíû (áîðîâñêîéðàäèóñ):

aB =
~

2

me2
= 0, 53 · 10−8 ñì ,ýíåðãèè (óäâîåííûé �èäáåðã):

Eàò =
me4

~2
= 27, 2 ýÂ = 2 Ry ,âðåìåíè:

tàò =
~

3

me4
= 2, 4 · 10−17 ñ ,ñêîðîñòè:

vàò =
e2

~
= αc ,ãäå

α =
e2

~c
≈ 1

137� òàê íàçûâàåìàÿ ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû. (Íàéäèòå åäè-íèöû èìïóëüñà, ñèëû, íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàã-íèòíîãî ïîëåé.)�åøåíèå ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿÏåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì
r′ =

r

aB
, E ′ =

E

Eàò ,

� 25. Àòîì âîäîðîäà 101ïîëó÷èì óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â âèäå
d2χl(r)

dr′2
+

[

2E ′ +
2

r′
− l(l + 1)

r′2

]

χl(r) = 0.Â äàëüíåéøåì øòðèõè îïóñêàåì.Ìû çíàåì, ÷òî χl(r) ∼ rl+1 ïðè r → 0 è χl(r) ∼ e−κr ïðè
r → ∞. Ïîýòîìó èùåì ðåøåíèå â âèäå

χl(r) = rl+1 e−κr w(r) .Äëÿ w(r) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
rw′′(r) + 2(l + 1 − κr)w′(r) + 2(1 − κ − κl)w(r) = 0 .Åãî ðåøåíèå èùåì â âèäå ðÿäà

w(r) =

∞∑

s=0

asr
s .�åêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîý��èöèåíòîâ òàêîâî:

as+1 = 2
κ(s + l + 1) − 1

(s + 1)(s + 2l + 2)
as . (25.1)Èç íåãî ïîëó÷àåì

as+1 →
2κ

s + 1
as ïðè s → ∞ .Òàêèì îáðàçîì,

as ≈
(2κ)s

s!

ïðè s ≫ 1è �óíêöèÿ w(r) ïðè r → ∞ àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ �óíê-öèåé

∞∑

s=0

(2κ)s

s!
= e2κr .



102 �ëàâà III. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ. ÖÅÍÒ�ÀËÜÍÎÅ ÏÎËÅ×òîáû χl(r) → 0 ïðè r → ∞, íåîáõîäèìî îáîðâàòü ðÿä íàíåêîòîðîì s = nr. Ïðè ýòîì

κ (nr + l + 1) − 1 = 0 , κ =
1

nr + l + 1è �óíêöèÿ

w(r) = Lnr(r)� ïîëèíîì ñòåïåíè nr, èìåþùèé nr íóëåé (îí ñâîäèòñÿ ê ïîëè-íîìó Ëàãåððà). Â èòîãå,

En = − 1

2n2
; ψnlm = Rnl(r) Ylm(θ, ϕ) ; Rnl(r) = rl e−r/n Lnr(r);

n = nr + l + 1 = 1, 2, 3, . . . ;

nr = 0, 1, 2, . . . , n − 1 ; l = 0, 1, 2, . . . , n − 1 .Â îáû÷íûõ åäèíèöàõ

En = − me4

2~2n2
.Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíè ~ è n çäåñü ñîâïàäàþò, â ïîëíîì ñîîòâåò-ñòâèè ñ îáùèìè ñîîáðàæåíèÿìè.Êóëîíîâñêîå âûðîæäåíèåÓðîâíþ En ñ äàííûì ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n ñîîòâåò-ñòâóåò

n−1∑

l=0

(2l + 1) = n2ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé (ðàçëè÷íûõ âîëíîâûõ �óíêöèé). ×¼ò-íîñòü ñîñòîÿíèÿ ψnlm ðàâíà (−1)l. Îñíîâíîìó óðîâíþ E1 ñî-îòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷¼òíîå ñîñòîÿíèå ψ100, à ó âñåõ âîç-áóæäåííûõ óðîâíåé èìåþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷íîé ÷¼òíîñòè.

� 25. Àòîì âîäîðîäà 103Ñîñòîÿíèÿ ñ l = n − 1Äëÿ íèõ nr = 0 è Lnr(r) � ïðîñòî êîíñòàíòà, êîòîðóþ ëåãêîîïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûé èíòå-ãðàë

∫ ∞

0

xne−αx dx =
n!

αn+1
.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

Rn,n−1(r) = rn−1e−r/n

√

1

(2n)!

(
2

n

)2n+1

. (25.2)Îòñþäà íàéäåì, ÷òî â äàííîì ñîñòîÿíèè ñðåäíèé ðàäèóñ

〈r〉 = n

(

n +
1

2

)

,à îòíîñèòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ ðàäèóñà ðàâíà

∆r

〈r〉 =
1√

2n + 1
.Îñíîâíîå ñîñòîÿíèåÓ îñíîâíîãî 1s ñîñòîÿíèÿ ýíåðãèÿ è âîëíîâàÿ �óíêöèÿ

r

ψ100(r)
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�èñ. 18. �ðà�èê �óíêöèè ψ100(r) (â àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö)



104 �ëàâà III. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ. ÖÅÍÒ�ÀËÜÍÎÅ ÏÎËÅ

r

χ10(r)
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�èñ. 19. �ðà�èê �óíêöèè χ10(r) (â àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö)(â îáû÷íûõ åäèíèöàõ) òàêîâû (ðèñ. 18, 19):

E1 = −Eàò

2
= −13, 6 ýÂ , ψ100(r) =

er/aB

√

πa3
B

.Â ýòîì ñîñòîÿíèè ìîìåíò èìïóëüñà ðàâåí íóëþ: M = 0, è

〈r〉 =
3

2
,

∆r

〈r〉 =
1√
3
≈ 60 % .Òàêèì îáðàçîì, çäåñü íåò íèêàêîãî ñõîäñòâà ñ ìîäåëüþ Áîðà, âêîòîðîé ýëåêòðîí èìååò ìîìåíò èìïóëüñà M = ~ è âðàùàåòñÿïî îêðóæíîñòè áîðîâñêîãî ðàäèóñà:

〈r〉 = 1, ∆r = 0 .Ñîñòîÿíèå ñ l = m = n − 1 ≫ 1Ïðè l = m = n − 1 ≫ 1, íàïðîòèâ, êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà äà¼òîòâåò, áëèçêèé ê áîðîâñêîé ìîäåëè. À èìåííî, ñðåäíèé ðàäèóñâåëèê:

〈r〉 ≈ n2 ,îòíîñèòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ ðàäèóñà ìàëà (ðèñ. 20):
∆r

〈r〉 ≈
1√
2n

,

� 25. Àòîì âîäîðîäà 105

r

|χ30,29|2
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�èñ. 20. �ðà�èê �óíêöèè |χ30,29(r)|2 (â àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö)â óãëîâîì ðàñïðåäåëåíèè
|Yn−1,n−1(θ, ϕ) |2 ∝ sin2n−2 θâåðîÿòíîñòü íàéòè ýëåêòðîí íå çàâèñèò îò àçèìóòàëüíîãî óã-ëà ϕ è ñêîíöåíòðèðîâàíà â óçêîì èíòåðâàëå ïîëÿðíûõ óãëîâ

∆θ ≈ 1/
√

2n âáëèçè θ = π/2 (ðèñ. 21), ÷òî î÷åíü ïîõîæå íà

θ

|Y29,29|2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

�èñ. 21. �ðà�èê �óíêöèè |Y29,29(θ, ϕ)|2êëàññè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ � îêðóæíîñòü ðàäèóñà n2 â ïëîñêî-ñòè xy.



106 �ëàâà III. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ. ÖÅÍÒ�ÀËÜÍÎÅ ÏÎËÅÏåðâûé âîçáóæäåííûé óðîâåíü n = 2�àäèàëüíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ 2p ñ l = 1 (ñì. (2)è ðèñ. 22)

R21(r) =
1√
24

r e−r/2íå èìååò íóëåé ïðè êîíå÷íûõ r 6= 0. Äëÿ 2s ñîñòîÿíèÿ ðåêóð-

r

χ21(r)

0 2 4 6 8 10 12 14
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�èñ. 22. �ðà�èê �óíêöèè χ21(r) (â àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö)
r
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�èñ. 23. �ðà�èê �óíêöèè χ20(r) (â àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö)ðåíòíîå ñîîòíîøåíèå (1) äàåò a1 = −1
2a0, à èç óñëîâèÿ íîðìè-ðîâêè ïîëó÷àåì a0 = 1√

2

, èòîãî (ðèñ. 23):
R20(r) =

1√
2

(

1 − 1

2
r

)

e−r/2 ;ýòà �óíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè r = 2.

� 25. Àòîì âîäîðîäà 107Ñïåêòðàëüíûå ñåðèèÔîòîí, èñïóùåííûé ïðè ïåðåõîäå àòîìà âîäîðîäà èç íà÷àëü-íîãî óðîâíÿ Eni

íà êîíå÷íûé óðîâåíü Enf

, èìååò ýíåðãèþ
~ωfi = Eni

− Enf
=

(

1

n2
f

− 1

n2
i

)

Ry , ni > nf .Ïðè nf = 1 âîçíèêàåò ñåðèÿ Ëàéìàíà â óëüòðà�èîëåòîâîé îá-ëàñòè ñïåêòðà; ïðè nf = 2 � ñåðèÿ Áàëüìåðà, ïðè÷åì ÷åòûðåëèíèè Hα, Hβ, Hγ, Hδ, ñîîòâåòñòâóþùèå ni = 3, 4, 5, 6, ëåæàòâ âèäèìîé îáëàñòè ñïåêòðà; ïðè nf ≥ 3 âîçíèêàþò ñåðèè â èí-�ðàêðàñíîé îáëàñòè ñïåêòðà.Âîäîðîäîïîäîáíûå àòîìû (ñì. çàäà÷ó 25.8).Ìàëûå ïîïðàâêè ê �îðìóëå Áîðà äëÿ En îáñóæäàþòñÿ â � 51(òîíêàÿ ñòðóêòóðà ñ èíòåðâàëàìè ∼ α2 Eaò) è â � 61 (ñâåðõòîí-êàÿ ñòðóêòóðà ñ èíòåðâàëàìè ∼ α2 (me/mp) Eaò).Çàäà÷è25.1. Äëÿ ñîñòîÿíèÿ 1s àòîìà âîäîðîäà äàòü ãðà�èêè dW/d3rè dW/dr â çàâèñèìîñòè îò r. Íàéòè ϕ100(p) è äàòü ãðà�èêè

dW/d3p è dW/dp â çàâèñèìîñòè îò p. Íàéòè 〈p〉, îöåíèòü 〈p〉 è

∆p.25.2. Íàéòè ðàäèàëüíóþ �óíêöèþ R20(r) èç óñëîâèÿ åå îðòî-ãîíàëüíîñòè ê �óíêöèè R10(r). Îðòîãîíàëüíû ëè ðàäèàëüíûå�óíêöèè R20(r) è R21(r)?25.3. Çàäà÷à 2 èç [1℄, � 36. Îöåíèòü íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè-÷åñêîãî ïîëÿ àòîìà âîäîðîäà íà ðàññòîÿíèè r = aB.25.4. Äëÿ 2s è 2p ñîñòîÿíèé àòîìà âîäîðîäà äàòü ãðà�èêè

dW/d3r â çàâèñèìîñòè îò r è θ. Îïðåäåëèòü ñðåäíåå ìàãíèò-íîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå ýëåêòðîíîì â öåíòðå àòîìà âîäîðîäà âñîñòîÿíèè 2p.



108 �ëàâà III. ÌÎÌÅÍÒ ÈÌÏÓËÜÑÀ. ÖÅÍÒ�ÀËÜÍÎÅ ÏÎËÅ25.5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷åñòü îòñóòñòâèå ñëó÷àéíîãî êóëîíîâ-ñêîãî âûðîæäåíèÿ ïî l â ñïåêòðàõ âîäîðîäîïîäîáíûõ àòîìîâ,ìîæíî ïîïûòàòüñÿ èñïîëüçîâàòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ âèäà

U(r) = −Zae
2

r
− βr0

Zae
2

r2
, r0 =

~
2

mZae2
,ãäå âòîðîé ÷ëåí ìîäåëèðóåò ïîëÿðèçóåìîñòü àòîìíîãî îñòàòêàïîä äåéñòâèåì âàëåíòíîãî ýëåêòðîíà. Íàéòè óðîâíè ýíåðãèè âýòîì ïîòåíöèàëüíîì ïîëå.25.6. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè β-ðàñïàäå òðèòèÿýëåêòðîí îñòàíåòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè èîíà He+.25.7. Ó âîëíîâîé �óíêöèè ψ = A ψ200 + B ψ210 îïðåäåëèòüêîý��èöèåíòû A è B, äàþùèå íàèáîëüøåå ñðåäíåå çíà÷åíèåäèïîëüíîãî ìîìåíòà 〈ψ|er|ψ〉 = d, è íàéòè âåëè÷èíó d.25.8. Îöåíèòü ðàçìåðû è óðîâíè ýíåðãèè âîäîðîäîïîäîáíûõàòîìîâ He+, Li++, e+e− (ïîçèòðîíèé), µ−p (ìþîíèé), µ−µ+ (äè-ìþîíèé), µ−π+, µ− â ïîëå ÿäðà ñâèíöà Pb+82. Ìàññà ìþîíà

mµ ≈ 200 me, ìàññà ïèîíà mπ ≈ 270 me25.9∗.Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü êâàçèêëàññè÷åñêîé âîëíîâóþ �óíê-öèþ (2) ñîñòîÿíèÿ ñ l = n − 1, nr = 0 ïðè n ≫ 1?25.10. Íàéòè ñïåêòð ýëåêòðîíà íàä ïîâåðõíîñòüþ æèäêîãîãåëèÿ. Äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ æèäêîãî ãåëèÿ ε = 1, 057.
�ëàâà IVÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ

� 26. Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Íåâûðîæ-äåííûé ñëó÷àéÏóñòü íåêèé ãàìèëüòîíèàí Ĥ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ĥ = Ĥ0 + V̂ ,ãäå äëÿ íåâîçìóù¼ííîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0 èçâåñòíû åãî ñîá-ñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ψ0
n(x) è E0

n:

Ĥ0ψ
0
n = E0

nψ
0
n ,à V̂ � ìàëîå âîçìóùåíèå. �àññìîòðèì, êàê ïîä äåéñòâèåì ýòîãîâîçìóùåíèÿ ñäâèãàåòñÿ n-é íåâûðîæäåííûé óðîâåíü E0

n è êàêèçìåíÿåòñÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ψ0
n(x).Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ĥψ = Eψ ðàçëîæèì ïî íåâîçìó-ù¼ííûì âîëíîâûì �óíêöèÿì è ïîäñòàâèì

ψ =
∑

m

cmψ0
mâ èñõîäíîå óðàâíåíèå

(Ĥ0 + V̂ )ψ = Eψ .Äîìíîæèì ýòî óðàâíåíèå ñëåâà íà (ψ0
k)

∗ è ïðîèíòåãðèðóåì ïî

x, òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

(E − E0
k) ck =

∑

m

Vkm cm , Vkm = 〈ψ0
k| V̂ |ψ0

m〉 . (26.1)



110 �ëàâà IV. ÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ�àçëîæèì òî÷íûå ðåøåíèÿ E è ψ â ðÿä ïî ìàëîìó âîçìóùå-íèþ

E = E0
n + E1

n + E2
n + . . . , cm = c0

m + c1
m + . . .Òàê êàê ψ → ψ0

n ïðè V̂ → 0, òî c0
m = 1 ïðè m = n è c0

m = 0 ïðè

m 6= n, ò. å. c0
m = δmn . Áîëåå òîãî, èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

∫

|ψ |2 dx = 1èìååì, óäåðæèâàÿ ëèøü ÷ëåíû äî ïåðâîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëü-íî,

∣
∣1 + c1

n + . . .
∣
∣
2
+

∑

m 6=n

∣
∣c1

m + . . .
∣
∣
2

= 1 + 2 Re c1
n + . . . = 1 ,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî c1

n � ÷èñòî ìíèìûé êîý��èöèåíò, c1
n = iβ.Íî òîãäà äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè ñ òîé æå òî÷íîñòüþ ìîæåìçàïèñàòü:

ψ = (1 + iβ) ψ0
n +

∑

m 6=n

c1
mψ0

m ≈ eiβ



ψ0
n +

∑

m 6=n

c1
mψ0

m



 .Èíûìè ñëîâàìè, ó÷åò âåëè÷èíû β ïðèâîäèò ëèøü ê íåñóùå-ñòâåííîìó �àçîâîìó ìíîæèòåëþ. Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ β = 0, èìå-åì â èòîãå

cm =

{
1 + c2

n + . . . ïðè m = n

c1
m + . . . ïðè m 6= n .Òàêèì îáðàçîì, èç (1) ïîëó÷àåì

(
E0

n − E0
k + E1

n + E2
n + . . .

) (
δkn + c1

k + . . .
)

=

= Vkn +
∑

m 6=n

Vkm

(
c1
m + . . .

)
.

� 26. Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé 111Â ïåðâîì ïîðÿäêå ïðè k = n îòñþäà ñëåäóåò E1
n = Vnn, àïðè k 6= n ïîëó÷àåì

(E0
n − E0

k) c1
k = Vkn ,îòêóäà

c1
k =

Vkn

E0
n − E0

k

ïðè k 6= n.Èòàê,

E1
n = Vnn = 〈ψ0

n|V̂ |ψ0
n〉, ψ = ψ0

n +
∑

m 6=n

ψ0
m

Vmn

E0
n − E0

m

.Êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè: ψ äîëæíà ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò ψ0
n,ò. å.

|Vmn | ≪ |E0
m − E0

n | .Âî âòîðîì ïîðÿäêå ïðè k = n ïîëó÷àåì

E2
n =

∑

m

Vnm c1
m =

∑

m 6=n

|Vmn |2
E0

n − E0
m

.Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïîïðàâêà âòîðîãî ïîðÿäêà ê îñíîâíî-ìó óðîâíþ E0 îòëè÷íà îò íóëÿ, òî îíà îòðèöàòåëüíà,

E2
0 ≤ 0 .Çàäà÷è26.1. Îïðåäåëèòü ïîïðàâêè ê îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ëèíåéíîãîîñöèëëÿòîðà çà ñ÷åò ìàëûõ àíãàðìîíè÷åñêèõ ïîïðàâîê V =

αx3 + βx4. Ó÷åñòü ÷ëåíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî β è âòîðîãî ïî α.26.2. Âû÷èñëèòü ïîïðàâêó ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè îñíîâ-íîãî ñîñòîÿíèÿ âîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà, îáóñëîâëåííóþ íåòî-÷å÷íîñòüþ ÿäðà. ßäðî ñ÷èòàòü:



112 �ëàâà IV. ÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉà) ñ�åðîé ðàäèóñà R, ïî ïîâåðõíîñòè êîòîðîé ðàâíîìåðíîðàñïðåäåëåí çàðÿä;á) øàðîì ðàäèóñàR ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì ïî îáúåìóçàðÿäîì.Îöåíèòü ïîïðàâêó äëÿ àòîìà âîäîðîäà, ñ÷èòàÿ R ∼ 10−13 ñì.Êàê èçìåíèòñÿ ðåçóëüòàò äëÿ ñîñòîÿíèÿ 2p?26.3. Îöåíèòü âåëè÷èíû ïîïðàâîê ê êóëîíîâñêèì óðîâíÿìýíåðãèè âîäîðîäà, îáóñëîâëåííûõ:à) ðåëÿòèâèñòñêèìè ïîïðàâêàìè ê êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèèýëåêòðîíà;á) âçàèìîäåéñòâèåì ñ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ÿäðà (ñâåðõòîí-êàÿ ñòðóêòóðà);â) íàëè÷èåì ó ÿäðà ýëåêòðè÷åñêîãî êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà(òàê íàçûâàåìàÿ êâàäðóïîëüíàÿ ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà).� 27. Ïðîèçâîäíàÿ îò ýíåðãèè ïî ïàðàìåòðóÏóñòü íåâîçìóùåííûé ãàìèëüòîíèàí çàâèñèò îò ïàðàìåòðà

λ, ò. å. Ĥ0 = Ĥ(λ), à

Ĥ = Ĥ(λ + ∆λ) = Ĥ0 + V̂ ,ãäå âîçìóùåíèå

V̂ =
∂Ĥ

∂λ
∆λ .Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïîïðàâêà ê ýíåðãèè ðàâ-íà

E1
n =

〈

n
∣
∣
∣(∂Ĥ/∂λ)∆λ

∣
∣
∣ n

〉

.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, E1
n = (∂En/∂λ)∆λ, ïîýòîìó
∂En

∂λ
=

〈

n

∣
∣
∣
∣
∣

∂Ĥ

∂λ

∣
∣
∣
∣
∣
n

〉

.

� 27. Ïðîèçâîäíàÿ îò ýíåðãèè ïî ïàðàìåòðó 113Â ÷àñòíîñòè, äëÿ öåíòðàëüíîãî ïîëÿ ïðè λ ≡ l èìååì
Ĥ(l) = − ~

2

2m

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)

+
~

2l(l + 1)

2mr2
+ U(r) ,è ïîýòîìó

∂Enrl

∂l
=

〈

nrl

∣
∣
∣
∣
∣

∂Ĥ

∂l

∣
∣
∣
∣
∣

nrl

〉

=

〈

nrl

∣
∣
∣
∣

~
2(2l + 1)

2mr2

∣
∣
∣
∣

nrl

〉

.Îòñþäà âèäíî, ÷òî
∂Enrl

∂l
> 0 ,ò. å. â öåíòðàëüíîì ïîëå ñ ðîñòîì l (ïðè �èêñèðîâàííîì nr)ýíåðãèè óðîâíåé ðàñòóò, ÷òî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ êëàññè÷å-ñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè.Äëÿ àòîìà âîäîðîäà

Enrl = − me4

2~2(nr + l + 1)2
,è ïîýòîìó 〈

nl

∣
∣
∣
∣

1

r2

∣
∣
∣
∣
nl

〉

=
1

n3(l + 1
2)

1

a2
B

. (27.1)Åñëè ê êóëîíîâñêîìó ïîëþ U = −e2/r åñòü ìàëàÿ ïîïðàâêàâèäà
V =

β

r2
,òî ýíåðãèÿ íà÷èíàåò çàâèñåòü íå òîëüêî îò n, íî è îò l:

Enl = − me4

2~2n2
+

βm2e4

~4 n3(l + 1
2)

.Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ïðåäåëå áîëüøèõ êâàíòîâûõ÷èñåë èõ ïîëíàÿ ñòåïåíü â íàéäåííîé ïîïðàâêå ñîâïàäàåò ñîñòåïåíüþ ~:

∆Enl ∝
1

~4n3l
.Òàê è äîëæíî áûòü äëÿ ëþáîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà, èìåþùå-ãî êëàññè÷åñêèé ïðåäåë.



114 �ëàâà IV. ÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ� 28. Ïîëÿðèçóåìîñòü àòîìàÄëÿ àòîìà â ñëàáîì îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E âîç-ìóùåíèå

V̂ = −dE ,ãäå d = −eΣara � äèïîëüíûé ìîìåíò àòîìà (çäåñü ñóììà áå-ðåòñÿ ïî âñåì ýëåêòðîíàì àòîìà, ra � ðàäèóñ-âåêòîð a-ãî ýëåê-òðîíà è e � ýëåìåíòàðíûé çàðÿä). Åñëè ñîñòîÿíèå àòîìà ψ0
nÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì è îáëàäàåò îïðåäåë¼ííîé ÷¼òíîñòüþ,òî ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈d〉 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîïðàâêà ïåðâî-ãî ïîðÿäêà E1

n = 0 è ïîïðàâêà ê ýíåðãèè âîçíèêàåò ëèøü âîâòîðîì ïîðÿäêå

∆En = E2
n =

∑

m 6=n

|〈m|dE |n〉|2
E0

n − E0
m

≡ −1

2

3∑

i,j=1

αijEiEj .Îòñþäà òåíçîð ïîëÿðèçóåìîñòè ðàâåí

αij = 2
∑

m 6=n

〈n|di|m〉〈m|dj|n〉
E0

m − E0
n

.Åñëè ñîñòîÿíèå àòîìà ψ0
n ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íî, òî αij =

αδij è

α = 2
∑

m 6=n

〈n|dz|m〉〈m|dz|n〉
E0

m − E0
n

.Î÷åâèäíî, ÷òî â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè àòîìà åãî ïîëÿðèçóåìîñòü
α > 0.Îöåíèì âåëè÷èíó α äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà.Â ýòîì ñëó÷àå âñå ñëàãàåìûå â ñóììå ïî âîçáóæäåííûì ñî-ñòîÿíèÿì ψ0

m ïîëîæèòåëüíû. Äëÿ îöåíêè ñíèçó îñòàâèì â ýòîéñóììå ëèøü îäíî ñëàãàåìîå

|m〉 → |nlm〉 = |210〉 .

� 29. Ñèëû Âàí-äåð-Âààëüñà 115Îòñþäà (â àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö)
α > 2

|〈100|z|210〉|2
−1

8 + 1
2

=
219

311
≈ 2, 96 .Äëÿ îöåíêè ñâåðõó çàìåíèì çíàìåíàòåëü E0

m −E0
1 íà íåçàâèñÿ-ùóþ îò èíäåêñà m âåëè÷èíó

E0
m − E0

1 → E0
2 − E0

1 =
3

8
≤ E0

m − E0
1 .Òîãäà

α <
16

3

∑

m

〈100|z|m〉〈m|z|100〉 =
16

3
〈100|z2|100〉 =

16

3
≈ 5, 33 .Òî÷íîå çíà÷åíèå

α = 4, 5 a3
B(ñì. [1℄ çàäà÷à 4 ê � 76).Çàäà÷à28.1∗. Íàéòè ïîëÿðèçóåìîñòü âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà ñ çàðÿ-äîì ÿäðà Ze.� 29. Ñèëû Âàí-äåð-ÂààëüñàÍà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ R ≫ aB äâà íåéòðàëüíûõ àòîìàèìåþò äèïîëü-äèïîëüíîå âçàèìîäåéñòâèå

V =
d1d2 − 3 (d1n) (d2n)

R3
= −2d1zd2z − d1xd2x − d1yd2y

R3
,ãäå åäèíè÷íûé âåêòîð n = R/R íàïðàâëåí îò ïåðâîãî ÿäðàêî âòîðîìó âäîëü îñè z. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óðîâåíü E0

níåâûðîæäåí è âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ψ0
n ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ,



116 �ëàâà IV. ÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉâ êîòîðîì ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ó êàæäîãî èç àòîìîâ îá-ëàäàåò ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíèå çíà-÷åíèÿ äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ àòîìîâ ðàâíû íóëþ, 〈ψ0
n|d1|ψ0

n〉 =

〈ψ0
n|d2|ψ0

n〉 = 0, è ïîòîìó ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ýòîìóâçàèìîäåéñòâèþ òàêæå ðàâíà íóëþ, E1
n = 0. Ïîïðàâêà âòîðîãîïîðÿäêà ê ýòîìó óðîâíþ èìååò âèä

E2
n ≡ U(R) = − β

R6
,ãäå

β =
∑

m 6=n

| 〈ψ0
m|2d1zd2z − d1xd2x − d1yd2y|ψ0

n〉 |2
E0

m − E0
n

.Åñëè îáà àòîìà íàõîäÿòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, òî ïîïðàâêàâòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé, ò. å. β > 0, è Âàí-äåð-Âààëüñîâû ñèëû îêàçûâàþòñÿ ñèëàìè ïðèòÿæåíèÿ.�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ àòîìîââîäîðîäà, íàõîäÿùèõñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, äëÿ êîòîðîãî

E0
n → E0 = −Eàò , ψ0

n → ψ0 = ψ100(r1)ψ100(r2) ,ãäå

ψ100(r) =
e−r/aB

√

πa3
Bè ri � ðàññòîÿíèå i-ãî ýëåêòðîíà îò ñâîåãî ÿäðà. Â ýòîì ñëó÷àåîïåðàòîð âîçìóùåíèÿ èìååò âèä

V = − e2

R3
(2z1z2 − x1x2 − y1y2) . (29.1)Îöåíêè êîíñòàíòû β ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû òàê æå, êàê è âïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðè ýòîì

233

320
≈ 2, 46 <

β

e2a5
B

< 8 .

� 29. Ñèëû Âàí-äåð-Âààëüñà 117�àñ÷¼ò äàåò

β = 6, 5 e2a5
B .Èíòåðåñíî ðàçîáðàòüñÿ â òîì, êàê âîçíèêàåò âçàèìîäåéñòâèåäâóõ íåéòðàëüíûõ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ àòîìîâ âîäîðîäà.Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó ïåðâîé ïîïðàâêè ê âîëíîâîé�óíêöèè, êîòîðàÿ èìååò âèä

ψ1
0 =

∑

m 6=0

〈ψ0
m|V |ψ0〉

E0 − E0
m

ψ0
m ,ãäå �óíêöèÿ V = V (r1, r2) îïðåäåëåíà â (1). Âîëíîâûå �óíê-öèè ψ0

m ìîæíî âûáðàòü èìåþùèìè îïðåäåë¼ííóþ ÷¼òíîñòü. Òàêêàê V è ψ0 ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè �óíêöèÿìè, òî ìàòðè÷íûé ýëå-ìåíò 〈ψ0
m|V |ψ0〉 îòëè÷åí îò íóëÿ, òîëüêî åñëè ψ0

m ÿâëÿåòñÿ ÷¼ò-íîé �óíêöèåé. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî íåòîëüêî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ψ0, íî è ïåðâàÿïîïðàâêà ê íåé, ψ1
0, ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè �óíêöèÿìè. Ïîýòîìó

〈ψ0 + ψ1
0| r1 |ψ0 + ψ1

0〉 = 〈ψ0 + ψ1
0| r2 |ψ0 + ψ1

0〉 = 0 ,ò. å. äàæå ñ ó÷åòîì ïåðâîé ïîïðàâêè â àòîìàõ íå ïðîèçîøëîðàçäåëåíèå öåíòðîâ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çàðÿäîâ.Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðèòÿæåíèå ìåæäó àòîìàìè âîäîðîäà îáó-ñëîâëåíî íå äå�îðìàöèåé ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê àòîìîâ, à êîð-ðåëÿöèåé ìåæäó ïîëîæåíèÿìè ýëåêòðîíîâ. Áîëåå âåðîÿòíû òà-êèå ïîëîæåíèÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ, â êîòîðûõ èõ äèïîëüíûå ìî-ìåíòû âäîëü îñè z èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, à âäîëü îñåé x è

y � ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê, è ïîòîìó âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâñîîòâåòñòâóåò ïðèòÿæåíèþ.



118 �ëàâà IV. ÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ� 30. Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðè íàëè-÷èè âûðîæäåíèÿ30.1. Îáùèå �îðìóëûÏóñòü íåâîçìóùåííîìó óðîâíþ E0
n ñîîòâåòñòâóþò s ðàçëè÷-íûõ �óíêöèé:

ϕ0
1, ϕ0

2, . . . , ϕ0
s .�åøåíèå óðàâíåíèÿ

(

Ĥ0 + V̂
)

ψ = E ψèùåì â âèäå

ψ =

s∑

m=1

cm ϕ0
m .Ýòî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

(
E − E0

n

)
ck =

s∑

m=1

Vkm cm ,ãäå

Vkm = 〈ϕ0
k|V̂ |ϕ0

m〉è âñå cm, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìàëû. Ïîäñòàâëÿÿ

E = E0
n + E1

n + . . . ,ïîëó÷èì â ïåðâîì ïîðÿäêå ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâ-íåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ cm:

s∑

m=1

(Vkm − E1
nδkm) cm = 0 , k = 1, 2, . . . , s .Ýòà ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, åñëè

det |Vkm − E1
nδkm| = 0 .Ýòî óðàâíåíèå èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, s ðàçëè÷íûõ êîðíåéE1

n(j),ãäå j = 1, 2, . . . , s, è ñòîëüêî æå íåçàâèñèìûõ íàáîðîâ êîý�-�èöèåíòîâ cm. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð.

� 30. Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðè íàëè÷èè âûðîæäåíèÿ 11930.2. Äâóêðàòíî âûðîæäåííûé óðîâåíüÂ ýòîì ñëó÷àå ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå
∣
∣
∣
∣

V11 − E1 V12

V21 V22 − E1

∣
∣
∣
∣

= 0èìååò êîðíè

E1(1, 2) =
1

2
(V11 + V22) ∓

1

2

√

(V11 − V22)2 + 4|V12|2 .�àñùåïëåíèå óðîâíåé ðàâíî
∆E =

√

(V11 − V22)2 + 4|V12|2 .Ïóñòü âîçìóùåíèå çàâèñèò îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà λ. Ìîæ-íî ëè, ìåíÿÿ λ, äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû óðîâíè 1 è 2 ïåðåñåêëèñü?Îáðàùåíèå ∆E(λ) â íóëü âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèÿõ

V11(λ) = V22(λ), V12(λ) = 0 .Íî ýòî, ïî ñóùåñòâó, äâà óðàâíåíèÿ äëÿ îäíîé ïåðåìåííîé λ,êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñîâìåñòíû. Íåëüçÿ ñîâìåñòèòü äâàóðîâíÿ, ìåíÿÿ îäíó ïåðåìåííóþ. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ òåîðåìàî íåïåðåñå÷åíèè óðîâíåé. Î÷åâèäíûå èñêëþ÷åíèÿ � ñëó÷àè,êîãäà V12(λ) èëè V11(λ)−V22(λ) îáðàùàþòñÿ â íóëü òîæäåñòâåí-íî.Çàäà÷à30.1. Ïëîñêèé ðîòàòîð ñ ìîìåíòîì èíåðöèè I è ýëåêòðè÷åñêèìäèïîëüíûì ìîìåíòîì d ïîìåùåí â îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîåïîëå E , ëåæàùåå â ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ.à) �àññìàòðèâàÿ äåéñòâèå ïîëÿ êàê âîçìóùåíèå, íàéòè ïîëÿ-ðèçóåìîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ðîòàòîðà.á) Íàéòè â ïåðâûõ äâóõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé ñäâèã èðàñùåïëåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé



120 �ëàâà IV. ÒÅÎ�Èß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉðîòàòîðà. Óêàçàòü ïðàâèëüíûå �óíêöèè íóëåâîãî ïðèáëèæå-íèÿ. Ñïåöèàëüíî îáñóäèòü ñëó÷àé ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî óðîâ-íÿ.â) Â êàêîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé âîçíèêàåò ðàñùåïëå-íèå n-îãî óðîâíÿ ðîòàòîðà? Âû÷èñëèòü ýòî ðàñùåïëåíèå.� 31. Ý��åêò Øòàðêà äëÿ àòîìà âîäîðîäàïðè n = 2Ó íåâîçìóù¼ííîãî óðîâíÿ E0
2 = −1

4 Ry èìååòñÿ 4 ñîñòîÿíèÿ:

2s; 2p, m = +1; 2p, 0; 2p,−1. Âîçìóùåíèå V = ezE ñîõðà-íÿåò lz. Çíà÷èò, ñîñòîÿíèÿ 2p, +1 è 2p,−1 íå ñìåøèâàþòñÿ íèäðóã ñ äðóãîì, íè ñ îñòàëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè. Ïîýòîìó äëÿ íèõïðèìåíèìà òåîðèÿ âîçìóùåíèé áåç âûðîæäåíèÿ, ÷òî äà¼ò

E1
2 = 〈2p,±1|V |2p,±1〉 = 0 .Îñòàþòñÿ äâà ñîñòîÿíèÿ ϕ0

1 = |2s〉 è ϕ0
2 = |2p, 0〉, äëÿ íèõ

V11 = V22 = 0, V12 = V21 = −3eaBE .Îòñþäà ïîëó÷àåì äâà ðåøåíèÿ:

E1
2 = ∓3eaBE , ψ =

1√
2

(ψ200 ± ψ210) .Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûé óðîâåíü E0
2 ðàñùåïèëñÿ íà òðè ïîä-óðîâíÿ, èç êîòîðûõ íèæíèé E0

2 − 3eaBE è âåðõíèé E0
2 + 3eaBEíåâûðîæäåíû, à ñðåäíèé E0

2 � äâàæäû âûðîæäåí, åìó ñîîò-âåòñòâóþò äâå âîëíîâûå �óíêöèè ψ211 è ψ21−1. Îòìåòèì, ÷òîäàæå äëÿ ïîëåé E ∼ 104 Â/ñì ïîëíîå ðàñùåïëåíèå óðîâíåé
∆E = 6eaBE ∼ 3 · 10−4 ýÂ îêàçûâàåòñÿ ìíîãî ìåíüøå, ÷åì ðàñ-ñòîÿíèå äî áëèæàéøåãî óðîâíÿ E0

3 − E0
2 = 1, 9 ýÂ.

�ëàâà VÒÅÎ�Èß �ÀÑÑÅßÍÈß

� 32. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. ÀìïëèòóäàðàññåÿíèÿÏóñòü ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå ÷àñòèö ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì

U(r) 
 õàðàêòåðíûì ðàäèóñîì äåéñòâèÿ ñèë ïîðÿäêà a. Ìû ðàñ-ñìàòðèâàåì ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

(∆ + k2) ψ(r) =
2m

~2
U(r) ψ(r) , k =

√

2mE

~2
, (32.1)êîòîðîå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ r ≫ a èìååò âèä ñóïåðïîçèöèèïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíû è ñ�åðè÷åñêîé âîëíû, ðàñõîäÿùåéñÿ

�èñ. 24. Ñõåìà ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ



122 �ëàâà V. ÒÅÎ�Èß �ÀÑÑÅßÍÈßîò öåíòðà (ðèñ. 24):

ψ = ψïàä + ψðàñ = eikz + f
eikr

r

ïðè r ≫ a . (32.2)Ïàäàþùåé âîëíå ñîîòâåòñòâóåò âîëíîâîé âåêòîð k = (0, 0, k).�àññåÿííóþ âîëíó ðàññìàòðèâàåì âáëèçè òî÷êè ñî ñ�åðè÷åñêè-ìè êîîðäèíàòàìè r, θ, ϕ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè r ≫ a îò ðàñ-ñåèâàþùåãî öåíòðà, ýòîé âîëíå ñîîòâåòñòâóåò âîëíîâîé âåêòîð

k′ = k
r

r
, |k′| = k.Àìïëèòóäà ñ�åðè÷åñêîé âîëíû f ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ýíåðãèèíàëåòàþùåé ÷àñòèöû è óãëîâ ðàññåÿíèÿ

f = f(k, θ, ϕ)è íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ.Êàê èçâåñòíî, äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ dσ ðàâ-íî îòíîøåíèþ ÷èñëà ÷àñòèö dṄ , ðàññåÿííûõ â åäèíèöó âðåìåíèâ ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà dΩ, ê ïëîòíîñòè ïîòîêà ïàäàþùèõ ÷à-ñòèö (jïàä)z:

dσ =
dṄ

(jïàä)z .Èç óðàâíåíèÿ (2) íàõîäèì:

(jïàä)z =
~k

m
, dṄ = (jðàñ)r dS = (jðàñ)r r2 dΩ ,

(jðàñ)r = − i~

2m
ψ∗ðàñ ∂ψðàñ

∂r
+

(

− i~

2m

∂ψðàñ

∂r

)∗
ψðàñ =

~k

m

|f |2
r2

.Â èòîãå ïîëó÷àåì

dσ

dΩ
= | f |2 .Çàìåòèì, ÷òî, îáñóæäàÿ ñå÷åíèå, ìû èìååì â âèäó ðàññòîÿíèÿ

r, áîëüøèå íå òîëüêî ïî ñðàâíåíèþ ñ a, ðàäèóñîì äåéñòâèÿ ñèë,íî è ñ äåáðîéëåâñêîé äëèíîé âîëíû λ = 2π/k.

� 32. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ 123Îò äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà (1) è ãðàíè÷-íîãî óñëîâèÿ (2) óäîáíî ïåðåéòè ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
ψ(r) = eikz − m

2π~2

∫
eik|r−r′|

|r − r′| U(r′) ψ(r′) d3r′. (32.3)Òàêîé ïåðåõîä ìîæíî îáîñíîâàòü èçâåñòíûìè èç ýëåêòðîäèíà-ìèêè ðåçóëüòàòàìè (ñì. Ëàíäàó Ë. Ä., Ëè�øèö Å. Ì. Òåîðèÿïîëÿ. Ì.: Íàóêà, 1988. § 64). Äåéñòâèòåëüíî, â ýëåêòðîäèíàìèêåâîëíîâîå óðàâíåíèå
(

∆ − 1

c2

∂2

∂t2

)

ϕ(r, t) = −4πρ(r, t)ïðè ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïîòåíöèàëîâ èïëîòíîñòåé çàðÿäîâ
ϕ(r, t) = ϕ(r) e−iωt , ρ(r, t) = ρ(r) e−iωtèìååò âèä

(∆ + k2)ϕ(r) = −4πρ(r), k = ω/c , (32.4)àíàëîãè÷íûé (1) ñ çàìåíîé

ϕ(r) → ψ(r), ρ(r) → − m

2π~2
U(r) ψ(r) .�åøåíèå æå óðàâíåíèÿ (4) â �îðìå çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèà-ëîâ òàêîâî:

ϕ(r) =

∫
eikR

R
ρ(r′) d3r′, R = |r − r′| ,÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñóïåðïîçèöèè ñ�åðè÷åñêèõ âîëí

eikR

R
,ðàñõîäÿùèõñÿ èç öåíòðîâ r′, â êîòîðûõ ñîñðåäîòî÷åíû çàðÿäû

ρ(r′) d3r′, ê òî÷êå íàáëþäåíèÿ r.



124 �ëàâà V. ÒÅÎ�Èß �ÀÑÑÅßÍÈßÏðè r ≫ a ñîîòíîøåíèå (3) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (2). Äåéñòâè-òåëüíî, ïðè ýòîì

k |r − r′| = k
√

r2 − 2rr′ + r′2 ≈ k
(

r − r

r
r′

)

= kr − k′r′ ,òàê ÷òî

f = − m

2π~2

∫

e−ik′r U(r) ψ(r) d3r . (32.5)� 33. Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå. Ôîðìóëà�åçåð�îðäà. Àòîìíûé �îðì�àêòîð33.1. Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå�àññìàòðèâàåì ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ êàê âîçìóùåíèå.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ïî-òåíöèàëó âçàèìîäåéñòâèÿ ïîäñòàâèì â (32.5) íåâîçìóùåííóþâîëíîâóþ �óíêöèþ

ψ(r) ≈ ψ(0)(r) = eikz = eikrè ïîëó÷èì àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ â âèäå

f(q) = − m

2π~2

∫

e−iqr U(r) d3r, q = k′ − k, q = 2k sin
θ

2
.Òàêèì îáðàçîì, â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè àìïëèòóäà ðàññå-ÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ �óðüå-îáðàçîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ðàñ-ñåèâàþùåãî ïîëÿ.Êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè. �àññìàòðèâàÿ ïîòåíöèàëüíóþýíåðãèþ êàê âîçìóùåíèå, ïîëó÷èì îáû÷íûé êðèòåðèé äëÿ òåî-ðèè âîçìóùåíèé � ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ê âîëíîâîé �óíê-öèè ψ(1)(r) âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò äîëæíà áûòü ìàëà ïî ñðàâ-íåíèþ ñ íåâîçìóùåííîé âîëíîâîé �óíêöèåé, ò. å.

|ψ(1)(0)| =

∣
∣
∣
∣
∣

m

2π~2

∫
eikr′

r′
U(r′) ψ(r′) d3r′

∣
∣
∣
∣
∣
≪ |ψ(0)| = 1 .

� 33. Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå. Ôîðìóëà �åçåð�îðäà. Ôîðì�àêòîð 125Ýòî äà¼ò äëÿ ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà óñëîâèå
m

~2k

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

0

U(r)
(
1 − e2ikr

)
dr

∣
∣
∣
∣
≪ 1 .Äëÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö (ïðè ka ≪ 1) ëåãêî ïîëó÷èòü îöåíêó

∫ ∞

0

U(r)
(
1 − e2ikr

)
dr ≈ 2ik

∫ ∞

0

U(r)r dr ∼ ikU(a)a2 ,èëè |U(a)| ≪ ~
2/(ma2). Äëÿ áûñòðûõ ÷àñòèö (ïðè ka ≫ 1)âêëàä ñëàãàåìîãî ñ áûñòðî èçìåíÿþùåéñÿ ýêñïîíåíòîé e2ikrìàë, è ïîòîìó

∫ ∞

0

U(r)
(
1 − e2ikr

)
dr ≈

∫ ∞

0

U(r) dr ∼ U(a)aèëè |U(a)| ≪ ~
2k/a = ~v/a. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ïðèìåíè-ìîñòè áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèä

|U(a)| ≪







~
2

ma2 ïðè ka ≪ 1

~v
a ïðè ka ≫ 1 .Èíûìè ñëîâàìè, õàðàêòåðíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ |U(a)|äîëæíà áûòü ìàëà ëèáî (äëÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö) ïî ñðàâíåíèþñ õàðàêòåðíîé ýíåðãèåé

Eõàð ∼ ~
2

ma2
,ëèáî (äëÿ áûñòðûõ ÷àñòèö) ïî ñðàâíåíèþ ñ

Eõàð · ka(â ïîñëåäíåì ñëó÷àå |U(a)| ìîæåò áûòü è íå ìàëà ïî ñðàâíåíèþñ Eõàð).Êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðàñ-ñåÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö |U(a)| ≪ ~
2/(ma2) ñîîòâåòñòâóåò



126 �ëàâà V. ÒÅÎ�Èß �ÀÑÑÅßÍÈßòîìó, ÷òî â ñëó÷àå ïðèòÿãèâàþùåãî ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèåíåäîñòàòî÷íî äëÿ îáðàçîâàíèÿ ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ñëó-÷àå áûñòðûõ ÷àñòèö óñëîâèå |U(a)| ≪ ~v/a ñîîòâåòñòâóåò òîìó,÷òî íåîïðåäåë¼ííîñòü â ýíåðãèè, ñâÿçàííàÿ ñ âðåìåíåì ïðîëåòà,äîëæíà áûòü ìíîãî áîëüøå ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ; óñëî-âèå ka ≫ 1 îáåñïå÷èâàåò çäåñü ïðèìåíèìîñòü êâàçèêëàññè÷å-ñêîãî ðàññìîòðåíèÿ.33.2. Ôîðìóëà �åçåð�îðäàÄëÿ êóëîíîâñêîãî ïîëÿ

U(r) = −α

rêðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ òàêîâ:

α

~v
≪ 1 .Â ýòîì ñëó÷àå áîðíîâñêàÿ àìïëèòóäà ðàâíà

f =
2αm

~2q2
,à ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

dσ

dΩ
=

[
α

2pv sin2(θ/2)

]2

=
α2

16E2 sin4(θ/2)ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì. Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òîáîðíîâñêàÿ �îðìóëà äëÿ ñå÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ òî÷íîé (ýòî âåðíîëèøü â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè). Ïîëíîå ñå÷åíèå (êàêè â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå) ðàâíî áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå ïîëíîå ÷èñëî ðàññåÿííûõ â åäè-íèöó âðåìåíè ÷àñòèö ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ÷àñòèö, ïàäàþùèõ âåäèíèöó âðåìåíè íà ìèøåíü.

� 33. Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå. Ôîðìóëà �åçåð�îðäà. Ôîðì�àêòîð 12733.3. Àòîìíûé �îðì�àêòîðÏðè óïðóãîì ðàññåÿíèè áûñòðûõ ýëåêòðîíîâ íà àòîìå ïî-ñëåäíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èñòî÷íèê ñòàòè÷åñêîãî ïî-òåíöèàëà ϕ(r), ñîçäàâàåìîãî ñðåäíèì ðàñïðåäåëåíèåì çàðÿäîââ àòîìå:

ρ(r) = Zeδ(r) − en(r) .Â ýòîé �îðìóëå ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóåòòî÷å÷íîìó ÿäðó, à âòîðîå � ðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðîíîâ â àòîìåñ ïëîòíîñòüþ n(r).Ïóñòü ϕq è ρq � �óðüå-îáðàçû ïîòåíöèàëà ϕ(r) è ïëîòíîñòèçàðÿäà ρ(r). Òàê êàê ∆ϕ(r) = −4πρ(r), òî èç

∆(ϕqe
iqr) = −q2ϕqe

iqr = −4πρqeiqrñëåäóåò, ÷òî
ϕq =

4πρq

q2
.Òàêèì îáðàçîì, àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ðàâíà

f(q) =
2e2m

~2q2
[Z − F (q)] .Çäåñü ââåäåí òàê íàçûâàåìûé àòîìíûé �îðì�àêòîð

F (q) =

∫

e−iqr n(r) d3r ,ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé �óðüå-îáðàç ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîââ àòîìå.Ïðè qa ≫ 1, ò. å. ïðè óãëàõ ðàññåÿíèÿ θ ≫ 1/(ka), �îðì-�àêòîð |F | ≪ Z è ñå÷åíèå ñîâïàäàåò ñ ðåçåð�îðäîâñêèì. Ýòîâïîëíå åñòåñòâåííî: áîëüøèå óãëû ðàññåÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ìà-ëûì ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðàì, ïðè êîòîðûõ íàëåòàþùàÿ ÷àñòè-öà ðàññåèâàåòñÿ ÿäðîì, ïðàêòè÷åñêè íå ýêðàíèðîâàííûì.Ïðè qa ≪ 1 èìååì
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Z − F (q) ≈ 1

6
q2

∫

r2n(r) d3r =
1

6
q2 〈r2〉 .Â ýòîé îáëàñòè ðàññåÿíèå èçîòðîïíî:

dσ

dΩ
=

1

9

(〈r2〉
aB

)2

.Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàññåÿíèè íà àòîìå ïîëíîå ñå÷åíèå îêàçû-âàåòñÿ (â îòëè÷èå îò ðåçåð�îðäîâñêîãî) êîíå÷íûì.Ïðèìåð: ðàññåÿíèå íà àòîìå âîäîðîäà.Â ýòîì ñëó÷àå Z = 1, n(r) = |ψ100(r)|2, ïîýòîìó àòîìíûé�îðì�àêòîð â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí

F (q) =
1

(1 + u)2
, u =

1

4
q2a2

B = [kaB sin(θ/2) ]2 ,à äè��åðåíöèàëüíîå è ïîëíîå ñå÷åíèÿ òàêîâû:

dσ

dΩ
=

(1 + 1
2u)2

(1 + u)4
a2

B , σ =
7π

6

(e2/aB)

E
a2

B .Óêàçàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ çàðÿäîâ ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëü-íàÿ ýíåðãèÿ

U(r) = −eϕ(r) = −e2

r

(

1 +
r

aB

)

e−2r/aB .Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå â òàêîì ïîëå ïîëíîå ñå÷åíèå σ = ∞,÷òî íàõîäèòñÿ â ðåçêîì ïðîòèâîðå÷èè ñ êâàíòîâûì (ïðàâèëü-íûì!) ðåçóëüòàòîì.Îïûòû ïî ðàññåÿíèþ áûñòðûõ ýëåêòðîíîâ íà ÿäðàõ äàëè ñâå-äåíèÿ î �îðì�àêòîðå ÿäðà, ò. å. î ðàñïðåäåëåíèè ýëåêòðè÷å-ñêîãî çàðÿäà âíóòðè ÿäðà. Àíàëîãè÷íûå îïûòû ïðè ðàññåÿíèè
� 33. Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå. Ôîðìóëà �åçåð�îðäà. Ôîðì�àêòîð 129óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ ñ áîëüøîé ïåðåäà÷åé ýíåð-ãèè è èìïóëüñà (òàê íàçûâàåìîå ãëóáîêîíåóïðóãîå ðàññåÿíèå)íà ïðîòîíå è íåéòðîíå ïðèâåëè ê êâàðêîâîé ìîäåëè ñòðîåíèÿàäðîíîâ.33.4. Êîíå÷íûå ñå÷åíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêåÎáñóäèì ïîäðîáíåå âîïðîñ î òîì, êàêèå ïîòåíöèàëû ïðèâîäÿòâ êâàíòîâîé ìåõàíèêå ê êîíå÷íûì ñå÷åíèÿì. Ïóñòü íà áîëüøèõðàññòîÿíèÿõ

U(r) ∼ α

rn
, n > 0 .Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðè ðàññåÿíèè â òàêîì ïîëå ïîëíîåñå÷åíèå áåñêîíå÷íî, òàê êàê ëþáûì áîëüøèì ïðèöåëüíûì ïàðà-ìåòðàì ρ ñîîòâåòñòâóþò õîòÿ è ìàëûå, íî êîíå÷íûå êëàññè÷å-ñêèå óãëû îòêëîíåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî îöåíèòü òàêèì îáðàçîì:

θêëàññ ∼ p⊥
pz

∼ F⊥t

mv
,÷òî ñ ó÷åòîì

F⊥ ∼ α

ρn+1
, t ∼ ρ

väàåò îöåíêó
θêëàññ ∼ α

ρnE
.Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå äëÿ ÷àñòèöû ñ ïðèöåëüíûì ïàðàìåò-ðîì ρ (ó íåå ∆r⊥ < ρ) íåîïðåäåë¼ííîñòü ïîïåðå÷íîãî èìïóëüñà

∆p⊥ &
~

∆r⊥
>

~

ρ
,ïîýòîìó êâàíòîâàÿ íåîïðåäåë¼ííîñòü óãëà îòêëîíåíèÿ ðàâíà

∆θêâ ∼ ∆p⊥
pz

>
~

ρmv
.



130 �ëàâà V. ÒÅÎ�Èß �ÀÑÑÅßÍÈßÒàêèì îáðàçîì, ïðè n > 1 íåîïðåäåë¼ííîñòü ∆θêâ > θêëàññ, èïîýòîìó êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ìîãóò ñóùåñòâåííîîòëè÷àòüñÿ îò êëàññè÷åñêèõ.Çíàÿ ïîâåäåíèå U(r) íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, ãäå âçàèìîäåé-ñòâèå âñåãäà ñëàáîå è ïîýòîìó áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå ïðèìå-íèìî, ìîæíî îöåíèòü ïîâåäåíèå àìïëèòóäû â îáëàñòè ìàëûõóãëîâ ðàññåÿíèÿ:

f(q) ∝
∫ ∞

r0

e−iqr α

rn
d3r ∝ 1

q3−n
∝ 1

θ3−n
.Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå

dσ

dΩ
∝ 1

(θ2)3−nêîíå÷íî ïðè θ → 0, åñëè n > 3, à ïîëíîå ñå÷åíèå

σ ∝
∫

dθ2

(θ2)3−nêîíå÷íî ïðè n > 2.Çàäà÷è33.1. �àññåÿíèå íà ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå â áîð-íîâñêîì ïðèáëèæåíèè (çàäà÷à 1 ê § 126 èç [1℄). Îáñóäèòü óñëî-âèÿ ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ.33.2. Òî æå äëÿ ïîòåíöèàëà Þêàâà U(r) = (α/r) e−r/a.33.3. Òî æå äëÿ ïîòåíöèàëà U(r) = V e−r/a.33.4. Òî æå äëÿ êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà U(r) = α/r (ïðå-äåëüíûé ñëó÷àé ïîòåíöèàëà Þêàâû ïðè a → ∞).

� 34. Ôàçîâàÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ 131� 34. Ôàçîâàÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ34.1. Ñâÿçü ñå÷åíèÿ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ñ �àçàìè ðàññåÿíèÿ�àññåÿíèå íà ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ïîòåíöèàëå îáëàäà-åò öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, ò. å. ψ(r) çàâèñèò ëèøü îò r è
θ, íî íå îò ϕ. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ ïî ïàðöèàëü-íûì âîëíàì ñîäåðæèò ëèøü Yl0(θ, ϕ) ∝ Pl(cos θ):

ψ(r) =

∞∑

l=0

al Pl(cos θ) Rkl(r) . (34.1)Êàê èçâåñòíî (ñì. � 24), ðàäèàëüíàÿ �óíêöèÿRkl(r) íà áîëüøèõðàññòîÿíèÿõ èìååò âèä
Rkl(r)→

√

2

π

1

r
sin

(

kr − πl

2
+ δl

) ïðè r → ∞ .Ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè �àçà ðàññåÿíèÿ δl = 0. Â ÷àñòíîñòè,ïëîñêîé âîëíå âäîëü îñè z ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèå ïî ïàðöè-àëüíûì âîëíàì âèäà (ñì. [1℄, � 34):

eikz = eikr cos θ =

∞∑

l=0

cl Pl(cos θ) R
(0)
kl (r) , cl =

√
π

2

il

k
(2l + 1) ,

R
(0)
kl (r)→

√

2

π

1

r
sin

(

kr − πl

2

) ïðè r → ∞ .×òîáû âûïîëíÿëîñü ãðàíè÷íîå óñëîâèå (32.2), ò. å. ÷òîáû ðàç-íèöà ψ(r) − eikz èìåëà âèä ñ�åðè÷åñêîé âîëíû, ðàñõîäÿùåéñÿîò öåíòðà, f · (eikr/r), íåîáõîäèìî

al = cl e
iδl =

√
π

2

il

k
(2l + 1) eiδl .Òîãäà àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ðàâíà

f(k, θ) =
∑

l

(2l + 1)fl(k)Pl(cos θ) ,
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fl(k) =
Sl(k) − 1

2ik
, Sl(k) = e2i δl(k) .Îòñþäà ïîëíîå ñå÷åíèå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ

σel =

∫

|f |2dΩ = 4π
∑

l

(2l + 1) |fl(k)|2 =

=
π

k2

∑

l

(2l + 1) |Sl(k) − 1|2 .Ïàðöèàëüíûå àìïëèòóäû è ïîëíîå ñå÷åíèå ïîëíîñòüþ îïðåäå-ëÿþòñÿ �àçàìè ðàññåÿíèÿ δl(k). Ñàìè �àçû ðàññåÿíèÿ ìîãóòáûòü íàéäåíû, íàïðèìåð, èç óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö:

dσ/dΩ = |f(k, θ)|2.34.2. Ïîíÿòèå î íåóïðóãîì ñå÷åíèè�åøåíèå (1) ïðè r → ∞ ìîæíî ïðåäñòàâèòü íå òîëüêî â âèäå(32.2), íî è â âèäå äâóõ ñ�åðè÷åñêèõ âîëí � ðàñõîäÿùåéñÿ îòöåíòðà è ñõîäÿùåéñÿ ê öåíòðó:

ψ(r)→ ψ̃ðàñ + ψñõ = (34.2)

=
1

2ik

∑

l

(2l + 1)Pl(cos θ)

[

Sl
eikr

r
− (−1)l

e−ikr

r

] ïðè r → ∞(ðàçóìååòñÿ, ïðè òàêîì ðàçáèåíèè ðàñõîäÿùàÿñÿ âîëíà ψ̃ðàñ îò-ëè÷àåòñÿ îò ψðàñ â (32.2)). Ïàðöèàëüíàÿ àìïëèòóäà ðàñõîäÿùåé-ñÿ âîëíû îòëè÷àåòñÿ ìíîæèòåëåì

(−1)l+1 Sl (34.3)îò ñîîòâåòñòâóþùåé àìïëèòóäû â ñõîäÿùåéñÿ âîëíå. Åñëè íåòïîãëîùåíèÿ ÷àñòèö ñèëîâûì öåíòðîì, òî ýòîò ìíîæèòåëü äîë-æåí áûòü ïî ìîäóëþ ðàâåí åäèíèöå,
|Sl | = 1 .

� 34. Ôàçîâàÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ 133Åñëè åñòü ïîãëîùåíèå, òî |Sl| < 1, à âåëè÷èíà |Sl|2 õàðàêòåðèçó-åò óìåíüøåíèå ïîòîêà ÷àñòèö â ðàñõîäÿùåéñÿ âîëíå ïî ñðàâíå-íèþ ñ ïîòîêîì ÷àñòèö â ñõîäÿùåéñÿ5. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçíèöà
∣
∣ Ṅñõ ∣

∣ − Ṅðàñ =

∫

[−(jñõ)r − (jðàñ)r] r2 dΩ =

=
π~

mk

∑

l

(2l + 1)
(
1 − |Sl|2

)
.Ïîýòîìó íåóïðóãîå ñå÷åíèå ðàâíî

σin =
|Ṅñõ| − Ṅðàñ

(jïàä)z =
π

k2

∑

l

(2l + 1)
(
1 − |Sl|2

)
.34.3. Îïòè÷åñêàÿ òåîðåìàÄëÿ ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ è ïîãëîùåíèÿ ñóùåñòâóþò îïðåäå-ë¼ííûå îãðàíè÷åíèÿ è ñâÿçè. Ââåäåì ïîíÿòèå ïàðöèàëüíîãî ñå-÷åíèÿ σ(l), ïðåäñòàâèâ

σ =

∞∑

l=0

σ(l) .Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå (l ≫ 1) ìîìåíò èìïóëüñà

M = pρl = ~kρl = ~l ,ïîýòîìó
ρl =

l

k
= λ−l , λ− =

λ

2π
=

1

k
,à ïîä ïàðöèàëüíûì ñå÷åíèåì σ

(l)êëàññ åñòåñòâåííî ïîíèìàòü ïëî-ùàäü êîëüöà ìåæäó îêðóæíîñòÿìè ðàäèóñîâ ρl+1 è ρl, ò. å.

σ(l)êëàññ = π(ρ2
l+1 − ρ2

l ) = π λ−2
(2l + 1) .5Â îáñóæäàåìîé ñõåìå ïîòåíöèàëüíîãî ðàññåÿíèÿ ïîãëîùåíèå ÷àñòèö ìî-æåò áûòü �îðìàëüíî îïèñàíî ââåäåíèåì ìíèìîé ÷àñòè ó ïîòåíöèàëüíîéýíåðãèè, ïîäîáíî òîìó êàê â îïòèêå ïîãëîùåíèå âîëí ñðåäîé ìîæåò áûòüîïèñàíî ââåäåíèåì ìíèìîé ÷àñòè ó ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ.



134 �ëàâà V. ÒÅÎ�Èß �ÀÑÑÅßÍÈßÏàðöèàëüíûå ñå÷åíèÿ äëÿ óïðóãîãî σ
(l)
el , íåóïðóãîãî σ

(l)
in èïîëíîãî

σtot = σel + σinñå÷åíèé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

σ
(l)
el = σ(l)êëàññ · |1 − Sl|2 , σ

(l)
in = σ(l)êëàññ · (1 − |Sl|2

)
,

σ
(l)
tot = σ(l)êëàññ · 2 (1 − Re Sl) .Ïðè Sl = 1 íåò íè ïîãëîùåíèÿ, íè ðàññåÿíèÿ; ïðè |Sl| = 1 åñòüòîëüêî ðàññåÿíèå, íî íåò ïîãëîùåíèÿ. Òàê êàê |Sl| ≤ 1, òî

σ
(l)
el ≤ σ

(l)
tot ≤ 4 σ(l)êëàññ , σ

(l)
in ≤ σ(l)êëàññ .Åñëè åñòü ïîãëîùåíèå ÷àñòèö (ïðè ýòîì |Sl | < 1), òî íåïðå-ìåííî ïðîèñõîäèò è ðàññåÿíèå ÷àñòèö. Ïîãëîùåíèå ìàêñèìàëü-íî ïðè Sl = 0, è â ýòîì ñëó÷àå

σ
(l)
in = σ

(l)
el = σ(l)êëàññ , σ

(l)
tot = 2 σ(l)êëàññ .Åùå îäíî ñîîòíîøåíèå âîçíèêàåò, åñëè ñðàâíèòü

σtot = σel + σin =
π

k2

∑

l

(2l + 1) 2 (1 − Re Sl)ñ âûðàæåíèåì äëÿ ìíèìîé ÷àñòèöû àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ íàóãîë íóëü:

Im f(k, θ = 0) =
∑

l

(2l + 1)Pl(1) Im
Sl − 1

2ik
=

=
1

2k

∑

l

(2l + 1)(1 − Re Sl) .Îòñþäà ïîëó÷àåì îïòè÷åñêóþ òåîðåìó:

Im f(k, θ = 0) =
k

4π
σtot .Å¼ ñìûñë òîò æå, ÷òî è â îïòèêå: îñëàáëåíèå ïàäàþùåãî ïîòîêàèç-çà ðàññåÿíèÿ ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò èíòåð�åðåíöèè ïàäàþùåéâîëíû è âîëíû, ðàññåÿííîé ïîä î÷åíü ìàëûìè óãëàìè.

� 34. Ôàçîâàÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ 13534.4. Óïðóãîå ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèöÏðè ka ≪ 1 ïðèöåëüíûå ïàðàìåòðû ρl = l/k ≫ a äëÿ l ≥ 1,ïîýòîìó ëèøü s-âîëíà ìîæåò äàâàòü çàìåòíîå ðàññåÿíèå. Òàêèìîáðàçîì, äëÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ
f =

e2iδ0 − 1

2ik
,äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå èçîòðîïíî:

dσ

dΩ
=

σ

4π
,à ïîëíîå ñå÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ �àçîé s-âîëíû:

σ =
4π

k2
sin2 δ0 .34.5. Äè�ðàêöèîííîå ðàññåÿíèå áûñòðûõ ÷àñòèö íà ÷¼ðíîìøàðåÏóñòü èäåàëüíî ïîãëîùàþùèé (÷¼ðíûé) øàð èìååò ðàäèóñ a.�àññìîòðèì ðàññåÿíèå áûñòðûõ (ka ≫ 1) ÷àñòèö íà òàêîì øàðå(ïðèìåð: íåéòðîíû ñ ýíåðãèåé E ∼ 100 ÌýÂ ðàññåèâàþòñÿ íàòÿæ¼ëîì ÿäðå ðàäèóñà a ∼ 10−12 ñì, ïðè ýòîì ka ∼ 10). Ýòàçàäà÷à âïîëíå àíàëîãè÷íà äè�ðàêöèè ïëîñêîé ñâåòîâîé âîëíûíà ÷åðíîì øàðå. Ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð ρl0 = a ñîîòâåòñòâóåò

l0 = ka ≫ 1. Ïðè l > l0 ÷àñòèöû íå ñòàëêèâàþòñÿ ñ øàðîì,

Sl = 1. Ïðè l < l0 ÷àñòèöû ïîëíîñòüþ ïîãëîùàþòñÿ, Sl = 0.Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòè óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû ëèøü äëÿ l ≫ l0è l ≪ l0, íî îáëàñòü l ≈ l0 íå äàåò áîëüøîãî âêëàäà â ñå÷åíèå.Òàêèì îáðàçîì,

σel = σin =
π

k2

l0∑

l=0

(2l + 1) =
π

k2

∫ l0

0

2l dl = πa2 , σtot = 2πa2 ,



136 �ëàâà V. ÒÅÎ�Èß �ÀÑÑÅßÍÈßò. å. ïîëíîå ñå÷åíèå âäâîå áîëüøå êëàññè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ

σêëàññ = πa2.Àìïëèòóäà óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ âåëèêà ëèøü â îáëàñòè ìà-ëûõ óãëîâ ðàññåÿíèÿ θ . 1/(ka) ≪ 1, à â ýòîé îáëàñòè

Pl(cos θ) = J0(lθ), òàê ÷òî

f(k, θ) =
i

2k

l0∑

l=0

(2l + 1) Pl(cos θ) =
i

k

∫ l0

0

lJ0(lθ) dl .Åñëè äàëåå âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ�óíêöèé Áåññåëÿ

xJ0(x) =
d[xJ1(x)]

dx
,òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

f(k, θ) =
ia

θ
J1(kaθ) .Îòñþäà äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ

dσel

dΩ
= |f |2 =

1

4
a2 ·







(ka)2 ïðè θ ≪ 1/(ka)

8
πkaθ3 sin2

(
kaθ − π

4

) ïðè θ ≫ 1/(ka) .34.6. Óïðóãîå ðàññåÿíèå áûñòðûõ ÷àñòèö íà èäåàëüíîîòðàæàþùåì øàðåÏóñòü ðàäèóñ øàðà ðàâåí a è ka ≫ 1. Ïîëíîå ñå÷åíèå îïðåäå-ëÿåò ÷èñëî ÷àñòèö, âûáûâøèõ èç íà÷àëüíîãî ïó÷êà. Â êëàññè÷å-ñêîé ìåõàíèêå ýòî ñå÷åíèå, ðàâíîå πa2, ñâÿçàíî ëèøü ñ ïðÿìûìñòîëêíîâåíèåì ñ ìèøåíüþ. Ñ ó÷åòîì âîëíîâûõ ñâîéñòâ ÷àñòèöèõ âûáûâàíèå èç ïó÷êà, ò. å. èçìåíåíèå íà÷àëüíîãî èìïóëüñà,ñâÿçàíî òàêæå ñ äè�ðàêöèåé.Êàê è â � 34.5, Sl = 1 ïðè l > l0. Ïðè l < l0 ðåøåíèå óðàâíå-íèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ðàäèàëüíîé âîëíîâîé �óíêöèè èìååò âèä
� 34. Ôàçîâàÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ 137

Rkl(r) = 0 ïðè r < a è

Rkl(r) ≈
√

2

π

1

r
sin (kr − 1

2
πl + δl) ïðè r > a .Ñøèâêà ïðè r = a äà¼ò

δl ≈ −(ka − 1

2
πl) .Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ èñïîëüçóåì îïòè÷åñêóþ òåî-ðåìó, ÷òî ïðèâîäèò ê îòâåòó:

σ =
2π

k2

l0∑

l=0

(2l + 1)(1 − cos 2δl) .Ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå
cos 2δl ≈ (−1)l cos(2ka) ,áûñòðî îñöèëëèðóþò ïðè èçìåíåíèè l, è ïîýòîìó èõ âêëàäîì âñóììó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â èòîãå ïîëó÷àåì

σ = 2πa2 ,÷òî âäâîå ïðåâûøàåò êëàññè÷åñêîå ñå÷åíèå σêëàññ = πa2.Â äàííîì ñëó÷àå îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà ñâÿçà-íî ñ íàëè÷èåì ïîìèìî êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ, îáóñëîâ-ëåííîãî óãëàìè θ ≫ 1/(ka), åùå è äè�ðàêöèîííîãî ðàññåÿíèÿíà ìàëûå óãëû θ . 1/(ka). Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì ñëó÷àå ìîæ-íî ïðî÷èòàòü â çàäà÷å 13.32 èç [4℄.Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö äè�ðàêöèÿ ïðàêòè÷åñêè íå íàáëþ-äàåìà. Òàê, äëÿ ÷àñòèöû ñ m ∼ 1 ã è v ∼ 1 ñì/ñ óãëû äè�ðàê-öèè íà øàðå ðàäèóñà a ∼ 1 ñì íàñòîëüêî ìàëû,

θäè� ∼ ~

mva
∼ 10−27 ,÷òî óâèäåòü ýòî ðàññåÿíèå ìîæíî áûëî áû ëèøü íà ðàññòîÿíèÿõ

r ∼ a

θäè� ∼ 1027 ñì .



138 �ëàâà V. ÒÅÎ�Èß �ÀÑÑÅßÍÈß34.7. �åçîíàíñíîå ðàññåÿíèå�àññìîòðèì ðàññåÿíèå â òàêîì ïîëå U(r), â êîòîðîì èìååò-ñÿ êâàçèñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå. Íàïîìíèì (ñì. � 21�22), ÷òîêâàçèñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ìîæíî �îðìàëüíî ðàññìàòðèâàòüêàê ñîñòîÿíèå ñ êîìïëåêñíîé ýíåðãèåé âèäà Er − i
2Γ, â êîòîðîéìíèìàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåò øèðèíó ñîñòîÿíèÿ Γ. Â òàêîì ïîëåñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ è �àçû ðàññåÿíèÿ èìåþò õàðàêòåðíîå � ðå-çîíàíñíîå � ïîâåäåíèå â çàâèñèìîñòè îò ýíåðãèè íàëåòàþùèõ÷àñòèö E â îáëàñòè çíà÷åíèé, áëèçêèõ ê ýíåðãèè ðåçîíàíñà Er.×àñòî èìåííî èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ â çàâèñè-ìîñòè îò E äà¼ò ñâåäåíèÿ î íåñòàáèëüíûõ ÿäðàõ è ýëåìåíòàð-íûõ ÷àñòèöàõ-ðåçîíàíñàõ.Ïóñòü Rkl(r) � ðàäèàëüíàÿ �óíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòà-öèîíàðíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ. Ïåðåïèøåì àñèìïòîòè÷åñêîå (ïðè

r → ∞) âûðàæåíèå

Rkl(r)→
√

2/π

r
sin

(
kr − 1

2πl + δl

)â âèäå ñóììû ñõîäÿùèõñÿ è ðàñõîäÿùèõñÿ âîëí:

Rkl(r)→
√

2/π

2r

[
Al(E) eikr + Bl(E) e−ikr

]
,ãäå �óíêöèè Al(E) è Bl(E), ðàâíûå

Al(E) = B∗
l (E) =

1

i
e
i
(

δl−
1
2πl

)

= (−i)l+1 eiδl ,ñâÿçàíû ñ Sl(E) ñîîòíîøåíèåì (ñð. (2)�(3))

Al(E)

Bl(E)
= (−1)l+1 Sl(E) .Òîãäà ïàðöèàëüíàÿ àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ðàâíà

fl(E) =
1

2ik
(Sl − 1) =

1

2ik

[
Al(E)

Bl(E)
(−1)l+1 − 1

]

. (34.4)

� 34. Ôàçîâàÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ 139Èçâåñòíî (ñì. �îðìóëû (22.1)�(22.2)), ÷òî ïðè E = Er − i
2Γðàäèàëüíàÿ �óíêöèÿ Rkl(r) íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ñîäåðæèòòîëüêî ðàñõîäÿùóþñÿ âîëíó. Ïîýòîìó ïîòðåáóåì, ÷òîáû (ñð.(22.2))

Bl

(
Er − i

2Γ
)

= 0 .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïàðöèàëüíàÿ àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ (4)äîëæíà èìåòü ïîëþñ ïðè E = Er − i
2Γ.Ïóñòü âáëèçè ýòîãî ïîëþñà

Bl(E) ≈ βl ·
(
E − Er + i

2Γ
)

,òîãäà

Sl(E) = e2iδl ≈ (−1)l+1 β∗
l

βl

E − Er − i
2Γ

E − Er + i
2Γ

. (34.5)Âäàëè îò ðåçîíàíñà, ïðè |E − Er| ≫ Γ, èç (5) ïîëó÷èì:

S
(0)
l = e2iδ

(0)
l ≈ (−1)l+1 β∗

l

βl
, (34.6)ãäå δ

(0)
l � �àçà ðàññåÿíèÿ âäàëè îò ðåçîíàíñà. Òåïåðü �îðìóëó(5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Sl(E) ≈ e2iδ
(0)
l

E − Er − i
2Γ

E − Er + i
2Γ

= S
(0)
l − iΓ

E − Er + i
2Γ

e2iδ
(0)
l , (34.7)à �îðìóëó äëÿ ïàðöèàëüíîé àìïëèòóäû â âèäå

fl(E) ≈ f
(0)
l − 1

2k

Γ

E − Er + i
2Γ

e2iδ
(0)
l ,ãäå f

(0)
l � àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ âäàëè îò ðåçîíàíñà. Åñëèâáëèçè ðåçîíàíñà âêëàäîì f

(0)
l ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òî ïàðöè-àëüíîå ñå÷åíèå èìååò ðåçîíàíñíóþ çàâèñèìîñòü îò ýíåðãèè(ðèñ. 25):

σ(l) = 4π(2l + 1) |fl|2 →
π

k2
(2l + 1)

Γ2

(E − Er)2 + (Γ/2)2
(34.8)
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E/Er

σ(l)

σ(l)
max

0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

�èñ. 25. Çàâèñèìîñòü ïàðöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ σ(l)(E) îò E âáëèçè ðåçîíàíñàè ïðè E = Er äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ

σ(l)
max =

4π

k2
(2l + 1).Ó÷åò âêëàäà íåðåçîíàíñíîãî ñëàãàåìîãî f

(0)
l ìîæåò ïðèâåñòè êèñêàæåíèþ ðåçîíàíñíîé êðèâîé (8).�àññìîòðèì òåïåðü ïîâåäåíèå �àçû ðàññåÿíèÿ ïðè èçìåíå-íèè ýíåðãèè. Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå (E−Er− i

2Γ)/(E−Er + i
2Γ)ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

E − Er − i
2Γ

E − Er + i
2Γ

= exp

[

−2 i arcctg
2(E − Er)

Γ

]

,òî, èñïîëüçóÿ (5)�(7), äëÿ �àçû ðàññåÿíèÿ ïîëó÷èì âûðàæåíèå
δl ≈ δ

(0)
l − arctg

Γ

2(E − Er)
, (34.9)èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ðåçîíàíñ �àçàðàññåÿíèÿ èçìåíÿåòñÿ íà π (ðèñ. 26) .Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü àíàëèòè÷åñêîåïðîäîëæåíèå ïî k �óíêöèé Rkl(r) è fl(k) â îáëàñòü îòðèöàòåëü-íûõ çíà÷åíèé E (÷òî ñîîòâåòñòâóåò k → iκ), ïðè ýòîì îêàæåò-ñÿ, ÷òî ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì ñ ýíåðãèåé En < 0 ñîîòâåòñòâóþòïîëþñà àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ ïðè E = En.
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E/Er

δl/π

0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

�èñ. 26. Çàâèñèìîñòü �àçû ðàññåÿíèÿ δl(E) îò E âáëèçè ðåçîíàíñàÇàäà÷è34.1. Âû÷èñëèòü ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö â ïîëå

U(r) = −G δ(r − a) â óñëîâèÿõ ðåçîíàíñà â s-âîëíå.34.2. Íàéòè ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö â ñëó÷àå:à) ñ�åðè÷åñêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû (âêëþ-÷àÿ è ðåçîíàíñíîå ðàññåÿíèå);á) ñ�åðè÷åñêîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà.34.3. Íàéòè �àçîâûå ñäâèãè δl(k) â ïîëå U(r) = α/r2, α > 0.Âûïîëíèòü ñóììèðîâàíèå ðÿäà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ðàçëîæåíèåàìïëèòóäû ïî ïàðöèàëüíûì âîëíàì, â ñëó÷àå mα/~
2 ≪ 1 ïðèïðîèçâîëüíûõ óãëàõ ðàññåÿíèÿ. Íàéòè dσ/dΩ è σ. Ñðàâíèòü ñêëàññè÷åñêèì ðàññåÿíèåì íà ìàëûå óãëû.34.4. Êàê âåäåò ñåáÿ ñå÷åíèå íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ â ïðåäåëåìàëûõ ñêîðîñòåé?
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� 35. Îïûò Øòåðíà � �åðëàõàÂ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìàãíèòíûé ìîìåíò àòîìà

µ =
1

2c

∑

a

eara × vaîáóñëîâëåí â îñíîâíîì äâèæåíèåì ýëåêòðîíîâ

µ ≈ − |e|
2mec

M ,ãäå

M =
∑

e

re × pe� îðáèòàëüíûé ìîìåíò èìïóëüñà ýëåêòðîíîâ. Âçàèìîäåéñòâèåíåéòðàëüíîãî àòîìà ñî âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì B îïèñûâà-åòñÿ äîáàâêîé

V = −µBê �óíêöèè �àìèëüòîíà. Âî âíåøíåì íåîäíîðîäíîì ìàãíèòíîìïîëå íà òàêîé àòîì äåéñòâóåò ñèëà

F = −∇V = (µ∇)B .Â îïûòå Øòåðíà è �åðëàõà (1921) íåéòðàëüíûå àòîìû ñåðåá-ðà ïðîëåòàëè ÷åðåç ïîïåðå÷íîå íåîäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå.
� 35. Îïûò Øòåðíà � �åðëàõà 143Â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ñðåäíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿíà àòîì â ïîïåðå÷íîì (âäîëü îñè z) íàïðàâëåíèè,

Fz = µz
∂Bz

∂zìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà
−µ

∣
∣
∣
∣

∂Bz

∂z

∣
∣
∣
∣
≤ Fz ≤ +µ

∣
∣
∣
∣

∂Bz

∂z

∣
∣
∣
∣

,÷òî ïðèâîäèëî áû ëèøü ê ðàçìûòèþ íà ïëàñòèíêå ëèíèè, âäîëüêîòîðîé îñàæäàëèñü ïðîëåòåâøèå àòîìû.Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå M̂ = ~L̂, è ïîòîìó îïåðàòîð

µ̂L = −µBL̂ ,ãäå ìàãíåòîí Áîðà
µB =

|e|~
2mec

.Âåëè÷èíà
µ̂z = −µBL̂zïðèíèìàåò äèñêðåòíûé ðÿä çíà÷åíèé

−µBl, µB(l − 1), . . . , +µBl ,÷òî äîëæíî ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ íà ïëàñòèíêå 2l + 1 ïîëîñ.Îäíàêî â îïûòå ñ àòîìàìè ñåðåáðà íà ïëàñòèíêå ïîÿâèëèñüäâå ïîëîñû, ÷òî �îðìàëüíî ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó

2l + 1 = 2 , ò. å. l = 1/2 .�èïîòåçà Óëåíáåêà è �àóäñìèòà (1925): ýëåêòðîí èìååò ñîá-ñòâåííûé (íå ñâÿçàííûé ñ âðàùåíèåì âîêðóã ÿäðà) ìîìåíò èì-ïóëüñà, èëè ñïèí ~ŝ, ïðè÷åì ŝz èìååò äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷å-íèÿ±1/2. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ýëåêòðî-íà â âèäå øàðèêà ðàäèóñà re = e2/(mec
2), êîòîðûé âðàùàåòñÿ



144 �ëàâà VI. ÑÏÈÍâîêðóã ñâîåé îñè, íåñîñòîÿòåëüíà, òàê êàê ìîìåíòó èìïóëüñà

~/2 ∼ merev ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòü âðàùåíèÿ v ∼ ~/(mere) ∼
~c2/e2 = 137 c (ó÷¼ò ðåëÿòèâèñòñêèõ ý��åêòîâ íå ñïàñàåò òà-êóþ ìîäåëü).� 36. Ñïèí è ñïèíîðû36.1. Îïåðàòîð ñïèíàÊîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (23.2) äëÿ êîìïîíåíò îðáè-òàëüíîãî ìîìåíòà îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü îáùèìè ñâîéñòâàìè îïå-ðàöèè ïîâîðîòà, ïîýòîìó ïîëó÷åííûå â � 23 îáùèå �îðìóëûñïðàâåäëèâû è äëÿ ñïèíà. Â ÷àñòíîñòè,

[ŝj, ŝk] = iεjknŝn , [ŝj, ŝ
2] = 0 ,è ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ñîâìåñòíûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè îïå-ðàòîðîâ ŝ2 è ŝz, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì

ŝ2 |s, m〉 = s(s + 1) |s, m〉 = 3
4 |s, m〉 ,

ŝz |s, m〉 = m |s, m〉 , m = ±s = ±1
2 .Ââåäåì êðàòêèå îáîçíà÷åíèÿ:

|s = 1

2
, m = +1

2
〉 ≡ |+〉 ,

|s = 1

2
, m = −1

2
〉 ≡ |−〉 .Ëþáîå ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå

|χ 〉ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

|χ 〉 = a1 |+〉 + a2 |−〉 , (36.1)ïðè÷åì èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè 〈χ |χ 〉 = 1 äëÿ êîìïëåêñíûõ÷èñåë a1,2 ñëåäóåò óñëîâèå

|a1|2 + |a2|2 = 1 .

� 36. Ñïèí è ñïèíîðû 145Èç

ŝz |+〉 = 1

2
|+〉ñëåäóåò

〈+|ŝz|+〉 =
1

2
, 〈−|ŝz|+〉 = 0 ;àíàëîãè÷íî

〈+|ŝz|−〉 = 0, 〈−|ŝz|−〉 = −1

2
.Íàáîð ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ

〈s, m′| ŝz |s, m〉óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû
(

〈+|ŝz|+〉, 〈+|ŝz|−〉
〈−|ŝz|+〉, 〈−|ŝz|−〉

)

= 1
2

(
1 0

0 −1

)

.Äëÿ îïåðàòîðîâ l̂± = l̂x ± il̂y ìû âûâîäèëè ñîîòíîøåíèÿ(23.10)
l̂± |l, m〉 =

√

(l ∓ m)(l ± m + 1) |l, m ± 1〉 .Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ïîëó÷èì

ŝ+ |+〉 = 0 , ŝ+ |−〉 = |+〉 ,ò. å. (ñð. (23.11))

ŝ+ =

(
0 1

0 0

)

, ŝ− = (ŝ+)+ =

(
0 0

1 0

)

,

ŝx =
ŝ+ + ŝ−

2
= 1

2

(
0 1

1 0

)

, ŝy =
ŝ+ − ŝ−

2i
= 1

2

(
0 −i

i 0

)

.Äåéñòâèå ëþáîãî îïåðàòîðà ŝj íà ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå (1)ìîæåò áûòü îïèñàíî, êàê äåéñòâèå ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó îïå-ðàòîðó ìàòðèöû íà ñïèíîð

χ =

(
a1

a2

)

.



146 �ëàâà VI. ÑÏÈÍ36.2. Ìàòðèöû ÏàóëèÏóñòü ŝ � îïåðàòîð ñïèíà ýëåêòðîíà. Îïðåäåëèì ìàòðèöûÏàóëè σx, σy, σz ñîîòíîøåíèåì

ŝ = 1

2
σ ,òîãäà

σx =

(
0 1

1 0

)

, σy =

(
0 −i

i 0

)

, σz =

(
1 0

0 −1

)

.Èõ ñâîéñòâà:

σjσk = I δjk + iεjkn σn, Sp σj = 0, Sp I = 2 ,ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ëþáóþ êâàäðàòíóþ 2× 2 ìàòðèöó

A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A = a0 I + aσ, a0 =
1

2
Sp A, a =

1

2
Sp (Aσ) .36.3. Ïðåîáðàçîâàíèå ñïèíîðîâ ïðè ïîâîðîòàõ è îòðàæåíèÿõêîîðäèíàòÎáùèé âèä îïåðàòîðà ïîâîðîòà íà óãîë θ âîêðóã îñè n íàìèçâåñòåí (ñì. � 14). Äëÿ ñïèíîðíîé âîëíîâîé �óíêöèè ýòîò îïå-ðàòîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ìàòðèöû

Uθ = eiσnθ/2 .Òàê êàê äëÿ ìàòðèö Ïàóëè ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ
(σn)k =

{
σn åñëè k� íå÷¼òíîå ÷èñëî
I åñëè k� ÷¼òíîå ÷èñëî ,òî îïåðàòîð ïîâîðîòà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Uθ =

∞∑

k=0

(iθ/2)k

k!
(σn)k = I cos (θ/2) + i σn sin (θ/2) .

� 36. Ñïèí è ñïèíîðû 147Ïîýòîìó çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðîâ ïðè ïîâîðîòå òàêîâ:
Ψ′(r′, t) = Uθ Ψ(r, t) = [I cos (θ/2) + i σn sin (θ/2) ] Ψ(r, t) ,

(36.2)ïðè ýòîì ñîñòîÿíèå Ψ′ ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó ñïèíà, ïîâåðíóòî-ìó íà óãîë (−θn) ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðó ñïèíà â ñîñòîÿíèè Ψ(ñì. � 23.1). Èç (2) âèäíî, ÷òî ïðè ïîâîðîòå íà 2π êîìïîíåíòûñïèíîðîâ èçìåíÿþò çíàê:
Ψ′ = −Ψ ïðè θ = 2π .Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð ñïèíà ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïîâîðî-òà âåäåò ñåáÿ êàê âåêòîð, ò. å. ïðåîáðàçîâàííûé îïåðàòîð

U−1 σU = Λσ, ãäå Λ � ìàòðèöà ïîâîðîòà r′ = Λr.Òàê êàê ïðîèçâîëüíûé ïîâîðîò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàêïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåõ ïîâîðîòîâ âîêðóã îñè z, çàòåì âîêðóãîñè y è ñíîâà âîêðóã îñè z, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîâå-äåíèå îïåðàòîðà ñïèíà ïðè âðàùåíèÿõ âîêðóã îñåé z è y. Ïðèïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë θ âîêðóã îñè z ðàäèóñ-âåêòîð ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

x′ = x cos θ + y sin θ , y′ = −x sin θ + y cos θ , z′ = z ,à îïåðàòîð ïîâîðîòà èìååò âèä

Uθ ≡ Uz(θ) = cos (θ/2) + i σz sin (θ/2) .Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòðèö Ïàóëè, ïîëó÷èì

U−1
z (θ) σx Uz(θ) =

= [I cos (θ/2) − iσz sin (θ/2)] σx [I cos (θ/2) + iσz sin (θ/2)] =

= σx cos θ + σy sin θ ,à òàêæå

U−1
z (θ) σy Uz(θ) = −σx sin θ + σy cos θ ; U−1

z (θ) σz Uz(θ) = σz ,



148 �ëàâà VI. ÑÏÈÍò. å. â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð ñïèíà ïðåîáðàçóåòñÿ òàê æå, êàêè ðàäèóñ-âåêòîð. �àññìîòðèì òåïåðü ïîâîðîò íà óãîë θ âîêðóãîñè y, ïðè êîòîðîì

x′ = x cos θ − z sin θ , z′ = x sin θ + z cos θ , y′ = y .Ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà ñïèíà â ýòîì ñëó÷àå òàêîâû:

U−1
y (θ) σx Uy(θ) =

= [I cos (θ/2) − iσy sin (θ/2)] σx [I cos (θ/2) + iσy sin (θ/2)] =

= σx cos θ − σz sin θ ,à òàêæå

U−1
y (θ) σy Uy(θ) = σx sin θ + σz sin θ ; U−1

y (θ) σy Uz(θ) = σy ,ò. å. è â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð ñïèíà ïðåîáðàçóåòñÿ òàê æå, êàêè ðàäèóñ-âåêòîð. Òàêèì îáðàçîì, è ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîâîðîòåîïåðàòîð ñïèíà ŝ = 1
2σ äåéñòâèòåëüíî ïðåîáðàçóåòñÿ ïî îáû÷-íîìó âåêòîðíîìó çàêîíó:

U−1
θ σ Uθ = Λ σ , (36.3a)ãäå Λ � ìàòðèöà ïîâîðîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèþ

r′ = Λr . (36.3b)Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñïèíîðó

Ψ =

(
1

0

)ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà ñïèíà âäîëü îñè z, ò. å.
Ψ+σΨ = (0, 0, 1) ,òî ñïèíîðó

Ψn = Uz(−ϕ)Uy(−θ)Ψ =

(
cos(θ/2) e−iϕ/2

sin(θ/2) eiϕ/2

)

� 37. Óðàâíåíèå Ïàóëè 149ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà ñïèíà âäîëü åäèíè÷íî-ãî âåêòîðà

n = (sin θ cos ϕ, sin θ sin ϕ, cos θ) ,ò. å.

Ψ+
nσΨn = n .Ïðè îòðàæåíèè êîîðäèíàò r′ = −r ñïèí (êàê è ìîìåíò èì-ïóëüñà M = r × p) íå èçìåíÿåò ñâîåãî çíà÷åíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,íå èçìåíÿåòñÿ è çíà÷åíèå åãî z-ïðîåêöèè, ïîýòîìó êàæäàÿ êîì-ïîíåíòà ñïèíîðà ïðåîáðàçóåòñÿ òîëüêî ÷åðåç ñàìó ñåáÿ. Êðîìåòîãî, îòíîñèòåëüíàÿ �àçà ýòèõ êîìïîíåíò, îïðåäåëÿþùàÿ àçè-ìóòàëüíûé óãîë íàïðàâëåíèÿ ñïèíà, òàêæå íå äîëæíà èçìå-íÿòüñÿ. Â èòîãå,

P̂ Ψ(r, t) = ηP Ψ(−r, t) , (36.4)ãäå ηP � �àçîâûé ìíîæèòåëü. Ïðè äâîéíîì îòðàæåíèè ìû âåð-íåìñÿ ê èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Åñëè îïðåäåëèòü äâîé-íîå îòðàæåíèå êàê òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî η2
P = 1 è

ηP = ±1. Åñëè æå îïðåäåëèòü äâîéíîå îòðàæåíèå êàê ïîâîðîòíà 2π , òî η2
P = −1 è ηP = ±i. Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòðàæå-íèè êîîðäèíàò ìàòðèöà U = ηP I è ïðåîáðàçîâàííûé îïåðàòîðñïèíà ðàâåí èñõîäíîìó:

U−1 σU = σ . (36.5)Â èòîãå ïðè îòðàæåíèÿõ è ïîâîðîòàõ ñèñòåìû êîîðäèíàò îïå-ðàòîð ñïèíà âåäåò ñåáÿ êàê àêñèàëüíûé âåêòîð.� 37. Óðàâíåíèå ÏàóëèÌàãíèòíûé ìîìåíò çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, îáóñëîâëåííûé ååîðáèòàëüíûì äâèæåíèåì µ̂l, ñâÿçàí ñ åå îðáèòàëüíûì ìîìåí-
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µ̂l =
e~

2mc
l̂ .Ñâÿçü æå ñîáñòâåííîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû µ̂s ñ ååñïèíîì ŝ, êàê ïîêàçûâàåò îïûò, çàâèñèò îò âèäà ÷àñòèöû, â÷àñòíîñòè, äëÿ ýëåêòðîíà, ïðîòîíà è íåéòðîíà èìååì:

µ̂s = µs2ŝ = µs σ ,

µe =
(
−1, 001 159 625 187 ± 4 · 10−12

)
µB ≈ −µB = − |e|~

2mec
,

µp ≈ 2, 79 µÿ , µn ≈ −1, 91 µÿ , µÿ =
|e|~
2mpc

.Ñ ó÷åòîì ìàãíèòíîãî ìîìåíòà óðàâíåíèå äëÿ äâèæåíèÿ ÷à-ñòèöû ñî ñïèíîì s = 1/2 è çàðÿäîì e â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëåïðèíèìàåò âèä (Â. Ïàóëè, 1927)

i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ , Ĥ =

1

2m

(

p̂ − e

c
A

)2

+ eφ − µ̂sB , (37.1)â êîòîðîì âîëíîâàÿ �óíêöèÿ � äâóõêîìïîíåíòíûé ñïèíîð

Ψ =

(
Ψ1(r, t)

Ψ2(r, t)

)

.Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ρ(r, t) è óñëîâèå íîðìèðîâêè òàêîâû:
ρ(r, t) = Ψ+Ψ ≡ |Ψ1|2 + |Ψ2|2 ,

∫

ρ(r, t) d3r = 1 .Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñïèíà ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå
dŝ

dt
=

i

~

[

Ĥ, ŝ
]

=
1

~
µ̂e × B ≈ −2µB

~
ŝ × B .Â ñëó÷àå êâàçèêëàññè÷íîñòè äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà, óñðåäíÿÿ ýòîóðàâíåíèå ïî êâàçèêëàññè÷åñêîìó âîëíîâîìó ïàêåòó, ïîëó÷èìäëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé:

ds

dt
≈ e

mc
s × B .

� 37. Óðàâíåíèå Ïàóëè 151Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòè ýëåêòðîíà èìååò õîðîøîèçâåñòíûé âèä

dv

dt
=

e

mc
v × B .Òàêèì îáðàçîì, â ìàãíèòíîì ïîëå B êàê âåêòîð ñêîðîñòè, òàêè âåêòîð ñïèíà ýëåêòðîíà ïðåöåññèðóþò âîêðóã íàïðàâëåíèÿìàãíèòíîãî ïîëÿ B ñ îäíîé è òîé æå (öèêëîòðîííîé) ÷àñòîòîé

ωc = −eB

mc
.Ïîýòîìó ïðîåêöèÿ ñïèíà íà íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè v îñòàåò-ñÿ íåèçìåííîé (ó÷åò ìàëîãî îòëè÷èÿ µ̂e îò −2µBŝ ïðèâîäèò êíåáîëüøîìó ðàññîãëàñîâàíèþ ýòèõ ñêîðîñòåé).Ïîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Ĥ =
1

2m

(

p̂ − e

c
A

)2

+eφ− e~

2mc
σB =

1

2m

(

σ
(

p̂ − e

c
A

))2

+eφ .

(37.2)Îíî îêàæåòñÿ ïîëåçíûì â äàëüíåéøåì ïðè àíàëèçå âîçìîæíûõðåëÿòèâèñòñêèõ îáîáùåíèé óðàâíåíèÿ Ïàóëè.Çàäà÷è37.1. Íàéòè (σa)(σb), (σa)n, eiσa, eσa, UσjU
−1, ãäå îïå-ðàòîð U = eiσzϕ/2.37.2. Ìîãóò ëè êâàäðàòû ïðîåêöèé ýëåêòðîííîãî ñïèíà íàîñè x, y, z èìåòü îäíîâðåìåííî îïðåäåë¼ííûå çíà÷åíèÿ?37.3. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàåìîãî ñïèíîâîéâîëíîâîé �óíêöèåé

χ = eiγ

(
cos α

sin α eiβ

)

(ýòî íàèáîëåå îáùèé âèä íîðìèðîâàííîé âîëíîâîé �óíêöèèñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì s = 1/2 ïðè 0 ≤ α ≤
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π/2, 0 ≤ β < 2π), ìîæíî óêàçàòü òàêóþ îñü â ïðîñòðàíñòâå,ïðîåêöèÿ ñïèíà íà êîòîðóþ èìååò îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå +1/2.Íàéòè ïîëÿðíûé è àçèìóòàëüíûé óãëû ýòîé îñè.37.4. Íàéòè

∫

ψ∗ l̂ψ dΩ , ãäå ψ =
1√
2
(Y11 + Y1−1) ,è ñðàâíèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåéçàäà÷è.37.5. Íàéòè ñîñòîÿíèå χ, äëÿ êîòîðîãî ŝxχ = 1

2χ. Òî æå äëÿ

ŝyχ = 1
2χ.37.6. Äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì s = 1/2 óêàçàòü çàêîí ïðåîá-ðàçîâàíèÿ ñïèíîâîé âîëíîâîé �óíêöèè

χ =

(
a

b

)ïðè âðàùåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë ϕ îòíîñèòåëüíî îñè,íàïðàâëåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì n. Ïî-êàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà χ∗
1χ2 ≡ a∗1a2 + b∗1b2 íå ìåíÿåòñÿ ïðè óêà-çàííîì ïðåîáðàçîâàíèè, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì.37.7. Íàéòè îòíîñèòåëüíûå èíòåíñèâíîñòè ðàñùåïëåííûõïó÷êîâ íåéòðîíîâ â îïûòå òèïà Øòåðíà � �åðëàõà, åñëè ïî-ëÿðèçîâàííûå âäîëü îñè x íåéòðîíû äâèæóòñÿ âäîëü îñè z, àìàãíèòíîå ïîëåB íàïðàâëåíî â ïëîñêîñòè xy ïîä óãëîì α = 450ê îñè x.37.8. �àñïàä Λ → pπ− (Ôåéíìàíîâñêèå ëåêöèè ïî �èçèêå.Âûï. 9, ãë. 15, § 5).37.9. �àññìàòðèâàåòñÿ äâèæåíèå ñïèíà â ìàãíèòíîì ïîëå.Íàéòè îïåðàòîðû ñêîðîñòè v̂ è óñêîðåíèÿ â (â øðåäèíãåðîâ-ñêîì ïðåäñòàâëåíèè) íåéòðàëüíîé ÷àñòèöû (íàïðèìåð, íåéòðî-íà), íàõîäÿùåéñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå.Íàéòè çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñïèíîâîé �óíêöèè è ñðåä-íèõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò ñïèíà íåéòðàëüíîé ÷àñòèöû ñî ñïèíîì

� 37. Óðàâíåíèå Ïàóëè 153
s = 1/2 è ìàãíèòíûì ìîìåíòîì µ, íàõîäÿùåéñÿ â îäíîðîäíîìïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå B.Îáîáùèòü ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è íà ñëó÷àé îäíî-ðîäíîãî íåïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íàïðàâëåíèå êîòîðîãîîñòàåòñÿ íåèçìåííûì, ò. å. B(t) = B(t)n0.×àñòèöà ñî ñïèíîì s = 1/2 è ìàãíèòíûì ìîìåíòîì µ íàõî-äèòñÿ â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå B(t) âèäà

Bx = B0 cos ω0t , By = B0 sin ω0t , Bz = B1 ,ãäå B0, B1, ω0 � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû.Ïðè t = 0 ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè ñ ïðîåêöèåé ñïèíàíà îñü z, ðàâíîé sz = 1/2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ðàçëè÷íûõ çíà-÷åíèé ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü z â ìîìåíò âðåìåíè t. Îáñóäèòü,â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àé, êîãäà |B1/B0| ≪ 1; îáðàòèòü âíèìàíèå íàðåçîíàíñíûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè �ïåðåâîðîòà�îò ÷àñòîòû ω0 â ýòîì ñëó÷àå.
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� 38. Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ�àññìîòðèì äâå ïîäñèñòåìû ñ çàäàííûìè ìîìåíòàìè j1 è j2.Ñóììàðíûé ìîìåíò

ĵ = ĵ1 + ĵ2 ,âåëè÷èíà åãî j ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ.Ïðèìåðû: ñèñòåìà ïðîòîí è íåéòðîí â s-ñîñòîÿíèè (ïðè ýòîì

j1 = s1 = 1/2, j2 = s2 = 1/2, ĵ = ŝ1 + ŝ2 � ïîëíûé ñïèíñèñòåìû); îðáèòàëüíûé è ñïèíîâûé ìîìåíò ýëåêòðîíà â àòîìå(j1 = l, j2 = s = 1/2, ĵ = l̂ + ŝ) è ò. ä. Ñîñòîÿíèå ïîäîáíîéñèñòåìû ìîæíî îïèñàòü äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè:1) Íàáîðîì ñîáñòâåííûõ �óíêöèé êîììóòèðóþùèõ îïåðàòî-ðîâ

ĵ21 , ĵ1z ĵ22 , ĵ2zñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè

j1(j1 + 1) , m1 , j2(j2 + 1) , m2 .Îáîçíà÷èì ýòè �óíêöèè êàê

Ψm1m2 = |j1m1〉 · |j2m2〉 .Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ âñåãî

N = (2j1 + 1)(2j2 + 1)

� 38. Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ 155òàêèõ �óíêöèé.2) Íàáîðîì ñîáñòâåííûõ �óíêöèé êîììóòèðóþùèõ îïåðàòî-ðîâ

ĵ2 , ĵz , ĵ21 , ĵ22ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
j(j + 1) , m , j1(j1 + 1) , j2(j2 + 1) .Îáîçíà÷èì ýòè �óíêöèè êàê

Φjm = |jmj1j2〉 .Ïðè êàæäîì j èìååòñÿ 2j + 1 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé

m = −j, −j + 1, . . . , j ,ïîýòîìó ÷èñëî òàêèõ �óíêöèé (ðàâíîå, êîíå÷íî, N) åñòü

N =
∑

j

(2j + 1) ,ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì äîïóñòèìûì ïðè äàííûõ j1 è j2 çíà-÷åíèÿõ j.Ôóíêöèè Ψm1m2 è Φjm äîëæíû áûòü ñíàáæåíû òàêæå èíäåê-ñàìè j1 è j2, íî òàê êàê ýòè çíà÷åíèÿ �èêñèðîâàíû, ìû èõ äëÿóïðîùåíèÿ �îðìóë íå âûïèñûâàåì ÿâíî.Ïîä ïðîáëåìîé ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ ïîíèìàþòñÿ ñëåäóþùèåçàäà÷è:à) êàêèå çíà÷åíèÿ m âîçìîæíû ïðè çàäàííûõ m1 è m2?á) êàêèå çíà÷åíèÿ j âîçìîæíû ïðè äàííûõ j1 è j2?â) ÿñíî, ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ Φjm ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåçëèíåéíûå êîìáèíàöèè �óíêöèé Ψm1m2, è íàîáîðîò:

Φjm =
∑

m1m2

Cjm
m1m2

Ψm1m2; Ψm1m2 =
∑

jm

C̃jm
m1m2

Φjm .



156 �ëàâà VII. ÑËÎÆÅÍÈÅ ÌÎÌÅÍÒÎÂÊàê íàéòè êîý��èöèåíòû C è C̃ (èõ íàçûâàþò êîý��èöèåíòà-ìè Êëåáøà � �îðäàíà)?Ñ�îðìóëèðóåì îòâåòû íà ýòè âîïðîñû:à) Òàê êàê ĵz = ĵ1z + ĵ2z, òî

m = m1 + m2.á) Âåëè÷èíà j ïðèíèìàåò 2j1 + 1 (ïðè j2>j1) èëè 2j2 + 1 (ïðè

j2<j1) çíà÷åíèé

j = |j1 − j2|, |j1 − j2| + 1, . . . , j1 + j2 ,ïðè÷åì èíòåðâàë çíà÷åíèé j ìåæäó íàèìåíüøèì jmin = |j1−j2|è íàèáîëüøèì jmax = j1 + j2 çíà÷åíèÿìè òàêîâ, êàê åñëè áûîòðåçêè äëèíîé j1, j2 è j ñîñòàâëÿëè òðåóãîëüíèê.â) Ïîñêîëüêó

Cjm
m1m2

= 〈Ψm1m2|Φjm〉 , C̃jm
m1m2

= 〈Φjm|Ψm1m2〉 ,òî

C̃jm
m1m2

= (Cjm
m1m2

)∗.Åñëè âûáðàòü êîý��èöèåíòû Cjm
m1m2

âåùåñòâåííûìè, òî

C̃jm
m1m2

= Cjm
m1m2

.Êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ Êëåá-øà � �îðäàíà è äîêàçàòåëüñòâî îòâåòà íà âîïðîñ á) ìû óêàæåìíà äâóõ ïðîñòûõ ïðèìåðàõ.Ïðèìåð 1 (ñëîæåíèå äâóõ ñïèíîâ):

j1 = s1 = 1/2, j2 = s2 = 1/2, ĵ ≡ Ŝ = ĵ1 + ĵ2 .Èìååòñÿ ÷åòûðå �óíêöèè:

Ψ1
2

1
2

= | ↑↑〉, Ψ1
2−1

2
= | ↑↓〉, Ψ−1

2
1
2

= | ↓↑〉, Ψ−1
2−1

2
= | ↓↓〉 .

� 38. Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ 157Òàê êàê max S = max m = max (m1 + m2) = 1, òî â íàøåéñèñòåìå äîëæåí ñóùåñòâîâàòü òðèïëåò S = 1, m = 1, 0,−1,ïðè÷åì

Φ11 = Ψ1
2

1
2

= | ↑↑〉 .Äâå îñòàëüíûå �óíêöèè Φ10 è Φ1−1 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äåé-ñòâèåì ïîíèæàþùåãî îïåðàòîðà Ŝ− = ŝ1− + ŝ2− íà �óíêöèþ

Φ11, ÷òî äàåò

Φ10 =
1√
2

(

Ψ1
2−1

2
+ Ψ−1

2
1
2

)

=
| ↑↓〉 + | ↓↑〉√

2
,

Φ1−1 = Ψ−1
2−1

2
= | ↓↓〉 .Îñòàâøàÿñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ê Φ1m êîìáèíàöèÿ Ψ1

2−1
2
−Ψ−1

2
1
2

èìå-åò S = max (m) = 0. Ýòî ñèíãëåò
Φ00 =

1√
2

(

Ψ1
2−1

2
− Ψ−1

2
1
2

)

=
| ↑↓〉 − | ↓↑〉√

2
.Åùå ïðîùå: ñîñòîÿíèÿ | ↑↑〉 è | ↓↓〉 ñîîòâåòñòâóþò S = 1, m =

±1 è ñèììåòðè÷íû ïî ñïèíàì. Ñèììåòðèÿ �óíêöèè íå çàâèñèòîò ïðîåêöèè ìîìåíòà. Ïîýòîìó ñèììåòðè÷íàÿ (íîðìèðîâàííàÿ)�óíêöèÿ ñ m = 0
1√
2
(| ↑↓〉 + | ↓↑〉)èìååò S = 1, à îðòîãîíàëüíàÿ ê íåé àíòèñèììåòðè÷íàÿ �óíê-öèÿ

1√
2
(| ↑↓〉 − | ↓↑〉)ñ m = 0 èìååò S = 0.Ïðèìåð 2 (ñëîæåíèå îðáèòàëüíîãî è ñïèíîâîãî ìîìåíòîâ):

j1 = l, j2 = s = 1
2, ĵ = l̂ + ŝ.



158 �ëàâà VII. ÑËÎÆÅÍÈÅ ÌÎÌÅÍÒÎÂÈìååòñÿ (2l + 1) · 2 �óíêöèé Ψm1m2 = Ylm1χ1
2m2

:

Yllχ+
︸ ︷︷ ︸

m=l+1
2

, Yll−1χ+, Yllχ−
︸ ︷︷ ︸

m=l−1
2

, . . . , Yl,−l+1χ−, Yl,−lχ+
︸ ︷︷ ︸

m=−l+1
2

, Yl,−lχ−
︸ ︷︷ ︸

m=−l−1
2

,ãäå

χ+ = χ1
2

1
2

=

(
1

0

)

, χ− = χ1
2−1

2
=

(
0

1

)

.Òàê êàê jmax = max (m1 + m2) = l + 1/2, òî ñóùåñòâóåò ìóëüòè-ïëåò èç 2jmax + 1 = 2l + 2 �óíêöèé Φl+1
2 ,m, ïðè÷åì

Φl+1/2, l+1/2 = Yll χ+ =

(
Yll

0

)

.Îñòàëüíûå �óíêöèè ýòîãî ìóëüòèïëåòà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíûäåéñòâèåì îïåðàòîðà ĵ− = l̂− + ŝ−. Â ÷àñòíîñòè,

ĵ−Φl+1/2, l+1/2 =
√

2l Yll−1 χ+ + Yllχ− =
√

2l + 1 Φl+1/2, l−1/2 .Èç äâóõ �óíêöèé Ψm1m2 ñ m = l − 1/2, ïîìèìî óêàçàííîé âû-øå êîìáèíàöèè, ìîæíî ïîñòðîèòü åùå îäíó, îðòîãîíàëüíóþ ê

Φl+1
2 ,l+1

2

:

Yll−1 χ+ −
√

2l Yll χ− .ßñíî, ÷òî ýòà êîìáèíàöèÿ ïðèíàäëåæèò ê ìóëüòèïëåòó ñ j =

max (m1 + m2) = l − 1
2, ñîäåðæàùåìó 2j + 1 = 2l �óíêöèåé

Φl−1
2 ,m.Òàêèì îáðàçîì, ýòè äâà ìóëüòèïëåòà äàþò íàáîð èç 2l +

2 + 2l = (2l + 1) · 2 �óíêöèé Φjm ñ j = l + 1/2 è j = l − 1/2.Ïîêàæèòå, ÷òî

Φl+1
2 ,m+1

2
=

1
√

2l + 1)

( √
l + m + 1 Ylm

√
l − m Ylm+1

)

,

Φl−1
2 ,m+1

2
=

1√
2l + 1

( √
l − m Ylm

−
√

l + m + 1 Ylm+1

)

.

� 39. Ïðàâèëà îòáîðà äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðîâ 159Óêàçàíèå: ïåðâàÿ èç ýòèõ �óíêöèé ïðîïîðöèîíàëüíà Π̂Ylmχ+,à âòîðàÿ (1 − Π̂)Ylmχ+, ãäå

Π̂ =
1

2l + 1

[(

l̂ + ŝ
)2

−
(

l − 1

2

) (

l − 1

2
+ 1

)]

=

=
1

2l + 1

(

ŝ−l̂+ + ŝ+l̂− + 2ŝz l̂z + l + 1
)� ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð äëÿ ìóëüòèïëåòà ñ j = l + 1/2.� 39. Ïðàâèëà îòáîðà äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ îïåðàòîðîâÒàêèå ïðàâèëà âàæíû ïðè ðàñ÷åòå ðàçëè÷íûõ âåðîÿòíîñòåéïåðåõîäîâ, â ÷àñòíîñòè, ïðè èçëó÷åíèè è ïîãëîùåíèè ñâåòà àòî-ìàìè.Ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïîâîðîòàõ, ïîýòîìóäëÿ êàæäîãî ñêàëÿðíîãî îïåðàòîðà Ŝ, ïîñòðîåííîãî èç îïåðà-òîðîâ r2, p̂2, rp̂, l̂2, l̂ŝ è ò. ä., ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

[Ĵ, Ŝ] = 0èëè
[Ĵz, Ŝ] = 0, [Ĵ2, Ŝ] = 0 ,ãäå Ĵ � îïåðàòîð ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû. Ïóñòü

|JMα〉 � ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ îïåðàòîðîâ Ĵ2 è Ĵz ñ ñîáñòâåí-íûìè çíà÷åíèÿìè J(J + 1) è M ñîîòâåòñòâåííî, íàáîð êâàí-òîâûõ ÷èñåë α õàðàêòåðèçóåò äðóãèå âîçìîæíûå �èçè÷åñêèåâåëè÷èíû, èìåþùèå îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè.Èç ñîîòíîøåíèÿ

〈J ′M ′α′|ĴzŜ − ŜĴz|JMα〉 = (M ′ − M)〈J ′M ′α′|Ŝ|JMα〉 = 0



160 �ëàâà VII. ÑËÎÆÅÍÈÅ ÌÎÌÅÍÒÎÂñëåäóåò, ÷òî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò 〈J ′M ′α′| Ŝ |JMα〉 ìîæåò áûòüîòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü ïðè M ′ = M . Àíàëîãè÷íî èç ñîîòíîøå-íèÿ

〈J ′M ′α′| [Ĵ2, Ŝ] |JMα〉 = 0ñëåäóåò, ÷òî ýòîò æå ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ìîæåò áûòü îòëè÷åíîò íóëÿ ëèøü ïðè J ′ = J .Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îò îïåðàòîðíîãîðàâåíñòâà Ĵ−ŜĴ+ = ŜĴ−Ĵ+ è ó÷òåì, ÷òî

Ĵ+ |JMα〉 = c|J, M + 1, α〉 , 〈JMα′|Ĵ− = c〈J, M + 1, α′| ,
Ĵ−Ĵ+ |JMα〉 = c2|JMα〉 ,òîãäà ïîëó÷èì

〈J, M + 1, α′|Ŝ|J, M + 1, α〉 = 〈JMα′|Ŝ|JMα〉 .Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáñóæäàåìûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âîîáùåíå çàâèñèò îò M (ïðè M ′ = M), ò. å.

〈J ′M ′α′| Ŝ |JMα〉 = f(J, α, α′) δJJ ′ δMM ′ .Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà âåêòîðíîãî îïåðàòîðà ðàñ-ñìîòðèì åäèíè÷íûé âåêòîð n = r/r. Èçâåñòíû ñîîòíîøåíèÿìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà n è ñ�åðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè
Y1m(θ, ϕ):

nz =

√

4π

3
Y10, n± = nx ± i ny = ∓

√

8π

3
Y1±1 .Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå nz|JMα〉 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-ëåíî â âèäå ñóïåðïîçèöèè �óíêöèé Φjm ñ m = M è j = J−1, J ,

J + 1 ïðè J ≥ 1 è j = 1/2, 3/2 ïðè J = 1
2. Ïîýòîìó ìàòðè÷íûéýëåìåíò 〈J ′M ′α′|nz |JMα〉 ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøüïðè M ′ = M è J ′ = J, J ± 1 ïðè J ≥ 1 è J ′ = 1/2, 3/2 ïðè

J = 1/2. Àíàëîãè÷íî äëÿ 〈J ′M ′α′|n± |JMα〉 ïîëó÷èì ïðàâèëà
� 39. Ïðàâèëà îòáîðà äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðàòîðîâ 161îòáîðà M ′ = M ± 1 è òå æå ïðàâèëà îòáîðà äëÿ J . Ñóùåñòâåí-íûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ïðàâèë îòáîðà áûë íå êîíêðåòíûéâèä îïåðàòîðà n, à åãî âåêòîðíûé õàðàêòåð. Ïîýòîìó è äëÿ ëþ-áîãî âåêòîðíîãî îïåðàòîðà V̂ ñïðàâåäëèâû ïðàâèëà îòáîðà:ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

〈J ′M ′α′| V̂z |JMα〉ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü ïðè
M ′ = M ,ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

〈J ′M ′α′| V̂+ |JMα〉ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü ïðè

M ′ = M + 1 ,à ìàòðè÷íûé ýëåìåíò
〈J ′M ′α′| V̂− |JMα〉ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü ïðè

M ′ = M − 1 ,è âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ

J ′ = J − 1, J, J + 1 ïðè J ≥ 1èëè
J ′ = 1/2, 3/2 ïðè J = 1/2 .Íàéäèòå ïðàâèëà îòáîðà ïî M äëÿ âåêòîðíîãî îïåðàòîðà V̂,èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

[Ĵz, V̂±] = ±V̂± ,



162 �ëàâà VII. ÑËÎÆÅÍÈÅ ÌÎÌÅÍÒÎÂñëåäóþùåå èç [Ĵj, V̂k] = iεjkn V̂n (ñð. �îðìóëó (23.12)).Äîïîëíèòåëüíûå ïðàâèëà îòáîðà. ×¼òíîñòü ñîñòîÿíèÿ

V̂ Ylm ðàâíà ∓(−1)l, åñëè V̂ � ïîëÿðíûé (àêñèàëüíûé) âåêòîð,ïîýòîìó 〈l′m′|V̂|lm〉 ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü ïðè

l′ = l±1 äëÿ ïîëÿðíîãî âåêòîðà (íàïðèìåð, äëÿ V = r) è ëèøüïðè l′ = l äëÿ àêñèàëüíîãî âåêòîðà (íàïðèìåð, äëÿ V̂ = r× p̂).� 40. Óñðåäíåíèå âåêòîðíîãî îïåðàòîðàÏîëó÷åííûå âûøå ïðàâèëà îòáîðà ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü âàæ-íóþ â ïðèëîæåíèÿõ �îðìóëó óñðåäíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî âåê-òîðíîãî îïåðàòîðà ïî ñîñòîÿíèÿì ñ îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìèîïåðàòîðîâ Ĵ2 è Ĵz.Èñïîëüçóÿ ïðàâèëà êîììóòàöèè [Ĵj, V̂k] = iεjkn V̂n , ïîêàæèòå,÷òî

Ĵ2
(

Ĵ2 V̂ − V̂ Ĵ2
)

−
(

Ĵ2 V̂ − V̂ Ĵ2
)

Ĵ2 =
[

Ĵ2, [Ĵ2, V̂]
]

=

= 2
(

Ĵ2 V̂ + V̂ Ĵ2
)

− 4Ĵ
(

ĴV̂
)

.Âçÿâ îò ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïî ñîñòîÿíèÿì
|JM ′α〉 è |JMα〉, îòëè÷àþùèìñÿ ëèøü çíà÷åíèÿìè ïðîåêöèè
Ĵz, ïîëó÷èì

J(J + 1) 〈JM ′α| V̂ |JMα〉 = 〈JM ′α| Ĵ
(

ĴV̂
)

|JMα〉 .Â ïðàâîé ñòîðîíå ýòîãî ðàâåíñòâà ìåæäó îïåðàòîðàìè Ĵ è(

ĴV̂
) ïðîëîæèì ïîëíûé íàáîð

1 =
∑

J ′′M ′′
|J ′′M ′′α〉 · 〈J ′′M ′′α|

� 40. Óñðåäíåíèå âåêòîðíîãî îïåðàòîðà 163è ó÷ò¼ì âûâåäåííûå â � 39 ïðàâèëà îòáîðà. Â èòîãå ïîëó÷èì��îðìóëó óñðåäíåíèÿ�

〈JM ′α|V̂|JMα〉 =
1

J(J + 1)
〈JM ′α|Ĵ|JMα〉 · 〈JMα|ĴV̂|JMα〉,ïîêàçûâàþùóþ, ÷òî óñðåäí¼ííûé âåêòîð V íàïðàâëåí ïîóñðåäí¼ííîìó âåêòîðó J. Â ÷àñòíîñòè, ïðè M ′ = M óñðåäí¼í-íûé âåêòîð V íàïðàâëåí ïî îñè z:

〈JMα|V̂|JMα〉 = C·(0, 0, M), C =
1

J(J + 1)
〈JMα|ĴV̂ |JMα〉.Çàäà÷è40.1. Ïîêàçàòü, ÷òî óãëîâàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ

p1/2 (êâàíòîâûå ÷èñëà l = 1, s = 1/2, j = 1/2) ìîæåò áûòü ïðåä-ñòàâëåíà â âèäå (−σn)χ, ãäå n� îðò ðàäèóñ-âåêòîðà, χ � îáû÷-íûé äâóõêîìïîíåíòíûé ñïèíîð.40.2. Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ 1
2 × 1

2 , 1 × 1, 1 × 1
2 (â òîì ÷èñëå ñèñïîëüçîâàíèåì òàáëèö êîý��èöèåíòîâ Êëåáøà � �îðäàíà).40.3. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíàâ ñîñòîÿíèè p1/2 ñ jz = 1/2 äâóìÿ ñïîñîáàìè:à) èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé çàäà÷è;á) èñïîëüçóÿ �îðìóëó óñðåäíåíèÿ âåêòîðíîãî îïåðàòîðà.40.4. Ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ ñïèíîâ s1 = s2 = 1/2, âçàèìî-äåéñòâèå êîòîðûõ èìååò âèä V̂ = K ŝ1ŝ2. Íàéòè óðîâíè ýíåðãèèñèñòåìû âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå B, åñëè ãèðîìàãíèòíûåîòíîøåíèÿ ðàâíû g1 è g2.40.5. Íàéòè ïðàâèëà îòáîðà äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ äè-ïîëüíîãî 〈l′m′|xj|lm〉 è êâàäðóïîëüíîãî 〈l′m′|xjxk − 1

3
δijr

2 |lm〉ìîìåíòîâ.40.6. Íàéòè â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿáûñòðûõ íåéòðîíîâ êóëîíîâñêèì ïîëåì (Çàäà÷à 13.43 èç [4℄, à



164 �ëàâà VII. ÑËÎÆÅÍÈÅ ÌÎÌÅÍÒÎÂòàêæå § 42 èç êíèãè Áåðåñòåöêèé Â. Á., Ëè�øèö Å. Ì., Ïèòà-åâñêèé À. Ï. Êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà. Ì.: Íàóêà, 1989)). �ëàâà VIII�ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀßÌÅÕÀÍÈÊÀ
Ìû íà÷í¼ì ýòó ãëàâó ðàçäåëîì, ïîñâÿù¼ííûì ïðèíöèïó Ïà-óëè, êîòîðûé, íà ïåðâûé âçãëÿä, íå ñâÿçàí ïðÿìî ñ ðåëÿòèâèñò-ñêîé ïðîáëåìàòèêîé. Íî ýòîò ïðèíöèï îêàæåòñÿ âåñüìà ïîëåç-íûì ïðè îáñóæäåíèè ñâîéñòâ ðåëÿòèâèñòñêîãî óðàâíåíèÿ Äè-ðàêà, ïîýòîìó óäîáíî ðàññìîòðåòü åãî äî èçëîæåíèÿ ýòîãî óðàâ-íåíèÿ.

� 41. Òîæäåñòâåííîñòü ÷àñòèö. Ïðèíöèï ÏàóëèÁëàãîäàðÿ îòñóòñòâèþ òî÷íîé ëîêàëèçóåìîñòè â êâàíòîâîéìåõàíèêå òîæäåñòâåííîñòü ÷àñòèö ïðèâîäèò ê èõ íåðàçëè÷èìî-ñòè. Ïóñòü
ψ(x1, x2, . . . , xi, . . . , xk, . . . xN)� âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñèñòåìû N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, à xj �ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàò è ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ j-îé ÷àñòè-öû. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî ýòà âîëíî-âàÿ �óíêöèÿ è âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðåñòàâëåííûìè÷àñòèöàìè

ψ(x1, x2, . . . , xk, . . . , xi, . . . xN)



166 �ëàâà VIII. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀîïèñûâàþò îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå. Äëÿ ïðîñòîòû ðàñ-ñìîòðèì ñëó÷àé äâóõ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, èõ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ

ψ(x1, x2) îòëè÷àåòñÿ îò âîëíîâîé �óíêöèè ñ ïåðåñòàâëåííûìè÷àñòèöàìè ψ(x2, x1) ëèøü �àçîâûì ìíîæèòåëåì

ψ(x2, x1) = eiαψ(x1, x2).Òàê êàê äâóõêðàòíàÿ ïåðåñòàíîâêà äâóõ ÷àñòèö � òîæäåñòâåí-íàÿ îïåðàöèÿ, òî (
eiα

)2
= 1, è ïîòîìó

ψ(x2, x1) = ±ψ(x1, x2) .Äâóì âîçìîæíûì çíàêàì ± â ýòîì ñîîòíîøåíèè îòâå÷àþò äâàðàçíûõ ðîäà ÷àñòèö � áîçîíû è �åðìèîíû, ïðè ýòîì âîëíîâàÿ�óíêöèÿ áîçîíîâ ñèììåòðè÷íà, à âîëíîâàÿ �óíêöèÿ �åðìèî-íîâ àíòèñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè äâóõ êàêèõ-ëèáî ÷àñòèö. Áëàãîäàðÿ ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè ñèììåòðèÿâñåõ ñîñòîÿíèé �èçè÷åñêîé ñèñòåìû îäèíàêîâà.Äëÿ äâóõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ áîçîíîâ ñèììåòðè÷íàÿ âîë-íîâàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä

ψ(x1, x2) =

{
1√
2
[ψa(x1)ψb(x2) + ψa(x2)ψb(x1)], a 6= b

ψa(x1)ψb(x2), a = b ,Äëÿ äâóõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ �åðìèîíîâ àíòèñèììåòðè÷íàÿâîëíîâàÿ �óíêöèÿ èìååò âèä

ψ(x1, x2) =

{
1√
2
[ψa(x1)ψb(x2) − ψa(x2)ψb(x1)], a 6= b

0, a = b.Îòñþäà ñëåäóåò ïðèíöèï Ïàóëè: äâà �åðìèîíà íå ìîãóò íà-õîäèòüñÿ â îäíîì è òîì æå êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè.Ýëåêòðîíû, ïðîòîíû, íåéòðîíû, íåéòðèíî, ìþîíû èìåþòñïèí 1/2 è ÿâëÿþòñÿ �åðìèîíàìè. Ôîòîíû è ïåðåíîñ÷èêè ñëà-áîãî âçàèìîäåéñòâèÿ W± è Z0 ÷àñòèöû èìåþò ñïèí 1 è ÿâëÿ-þòñÿ áîçîíàìè.

� 42. Óðàâíåíèå Êëåéíà � Ôîêà � �îðäîíà 167Â ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ äîêàçûâàåòñÿ òåî-ðåìà Ïàóëè î ñâÿçè ñïèíà ñî ñòàòèñòèêîé: ÷àñòèöû ñ öåëûìñïèíîì � áîçîíû, ÷àñòèöû ñ ïîëóöåëûì ñïèíîì � �åð-ìèîíû.Ïðèíöèï Ïàóëè îáåñïå÷èâàåò ñòàáèëüíîñòü àòîìà � ñèñòåìûýëåêòðîíîâ (÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2).Ñîñòàâíàÿ ÷àñòèöà, ïîñòðîåííàÿ èç ÷¼òíîãî ÷èñëà �åðìèîíîâ� áîçîí, èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà �åðìèîíîâ � �åðìèîí. Òàê, àòîìHe4 èìååò â ñâîåì ñîñòàâå ÷¼òíîå ÷èñëî �åðìèîíîâ (äâà ýëåê-òðîíà â ýëåêòðîííîé îáîëî÷êå, äâà ïðîòîíà è äâà íåéòðîíà âÿäðå) è ÿâëÿåòñÿ áîçîíîì, â òî âðåìÿ êàê àòîì He3 èìååò â ñâîåìñîñòàâå íå÷¼òíîå ÷èñëî �åðìèîíîâ (äâà ýëåêòðîíà â ýëåêòðîí-íîé îáîëî÷êå, äâà ïðîòîíà è îäèí íåéòðîí â ÿäðå) è ÿâëÿåòñÿ�åðìèîíîì. Ýòî ïðèâîäèò, â ÷àñòíîñòè, ê ðåçêîìó ðàçëè÷èþñâîéñòâ æèäêîãî He4 è He3 â îáëàñòè íèçêèõ òåìïåðàòóð.� 42. Óðàâíåíèå Êëåéíà � Ôîêà � �îðäîíàÂ ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè îïåðàòîðû

p̂0 =
i~

c

∂

∂t

è p̂ = −i~∇îáðàçóþò 4-ìåðíûé âåêòîð

p̂µ = i~

(
1

c

∂

∂t
, −∇

)

= i~∂µ.Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

cp̂0 Ψ(r, t) =

{
1

2m

(

p̂ − e

c
A

)2

+ eφ

}

Ψ(r, t)è óðàâíåíèå Ïàóëè (ñì. � 24)

cp̂0 Ψ(r, t) =

{
1

2m

(

σ
(

p̂ − e

c
A

))2

+ eφ

}

Ψ(r, t)



168 �ëàâà VIII. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀíå ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêè-èíâàðèàíòíûìè, êîìïîíåíòû p̂µâõîäÿò â íèõ ÿâíî íåñèììåòðè÷íûì îáðàçîì: ýòè óðàâíåíèÿ ëè-íåéíû ïî îïåðàòîðó p̂0 è êâàäðàòè÷íû ïî p̂. Ïðîñòåéøåå ðåëÿ-òèâèñòñêîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà ìîæíî ïîëó÷èòü,ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû â íåãî âõîäèëà âòîðàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà p̂0.Èç êëàññè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò 4-èìïóëüñà ðå-ëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû6

(

p − e

c
A

)µ (

p − e

c
A

)

µ
= m2c2 ,ãäå Aµ = (A0(r, t), A(r, t)) � 4-ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ è A0(r, t) ≡ φ(r, t) � ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë, ïðè çàìåíå

p0 → i(~/c)(∂/∂t), p → −i~∇ âîçíèêàåò ðåëÿòèâèñòñêîå âîëíî-âîå óðàâíåíèå Êëåéíà � Ôîêà � �îðäîíà (1926�1927)

[(

i
~

c

∂

∂t
− e

c
A0

)2

−
(

−i~∇− e

c
A

)2
]

Ψ(r, t) = m2c2 Ψ(r, t) .

(42.1)Câîáîäíîìó äâèæåíèþ ÷àñòèöû ñ îïðåäåëåííûì 4-èìïóëü-ñîì pµ = (E/c, p) ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêàÿ âîëíà

Ψ(x) = A e−i(Et−pr)/~ .Åñëè ïîäñòàâèòü ýòó �óíêöèþ â óðàâíåíèå (1) ñ Aµ = 0, òîíàéäåì åñòåñòâåííóþ ñâÿçü ìåæäó ýíåðãèåé è èìïóëüñîì
E2 = m2c4 + p2c2 ,êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò çàêîí äèñïåðñèè, ò. å. çàâèñèìîñòü ýíåð-ãèè îò èìïóëüñà, âèäà

E = ±c
√

m2c2 + p2 .6Â ýòîé ãëàâå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì 4-âåêòîðîâ ïîäðàçóìåâàåòñÿñóììèðîâàíèå, ò. å. âûðàæåíèå AµBµ îçíà÷àåò
AµBµ ≡ A0B0 − AxBx − AyBy − AzBz = A0B0 − AB .

� 42. Óðàâíåíèå Êëåéíà � Ôîêà � �îðäîíà 169Îòëîæèì îáñóæäåíèå äâóõ âîçìîæíûõ çíàêîâ ± â ýòîì âûðà-æåíèè äî � 47.�åëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå ÊÔ� îêàçàëîñü óðàâíåíèåì âòî-ðîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïðèí-öèïèàëüíîìó îòëè÷èþ îò íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíè-êè, îñíîâàííîé íà óðàâíåíèè Øð¼äèíãåðà � óðàâíåíèè ïåðâîãîïîðÿäêà ïî âðåìåíè. Îäíèì èç ïîñòóëàòîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêèÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ âîëíîâîé �óíêöèèêàê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ρ(r, t) = |Ψ(r, t)|2. Ýòà ïëîòíîñòüâåðîÿòíîñòè è ïëîòíîñòü òîêà âåðîÿòíîñòè
j =

1

2m
Ψ∗

(

−i~∇− e

c
A

)

Ψ + êîìï. 
îïð.ñâÿçàíû óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè
∂̺

∂t
+ ∇j = 0 ,èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå íîðìèðîâêè ∫

ρ(r, t) d3r = 1íå èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.Ïîäîáíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íåâîçìîæíà äëÿ âîëíîâîé �óíêöèèóðàâíåíèÿ ÊÔ�, òàê êàê äëÿ íå¼ èíòåãðàë ∫
|Ψ(r, t)|2 d3r íå ñî-õðàíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Åñòåñòâåííûì ðåëÿòèâèñòñêèìîáîáùåíèåì 3-âåêòîðà j ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîð

jµ =
{

Ψ∗
(

i~∂µ − e

c
Aµ

)

Ψ +
(

i~∂µ Ψ − e

c
AµΨ

)∗
· Ψ

}

.Ëåãêî ïðîâåðèò, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå ÊÔ�, ÷òî êîìïîíåíòûýòîãî 4-âåêòîðà óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ðîëü ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äîëæíà èãðàòü íó-ëåâàÿ êîìïîíåíòà 4-âåêòîðà jµ, ò. å.

ρ =
j0

c
=

1

c

{

Ψ∗
(

i~∂0 − e

c
A0

)

Ψ +
(

i~∂0 Ψ − e

c
A0Ψ

)∗
· Ψ

}

.Îäíàêî ýòà âåëè÷èíà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé!Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî 4-âåêòîð jµ èãðàåò



170 �ëàâà VIII. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀðîëü íå ïëîòíîñòè òîêà âåðîÿòíîñòè, íî ïëîòíîñòè òîêà çàðÿ-æåííûõ ÷àñòèö, à â ýòîì ñëó÷àå j0 ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîéâåëè÷èíîé.Óðàâíåíèå ÊÔ� è 4-âåêòîð jµ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êà-ëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Aµ → Aµ − ∂µf, Ψ → Ψ eief/(~c) , (42.2)ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè.Îáñóäèì íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë p2 ≪ m2c2. Â ýòîì ñëó÷àå

E = mc2 +
p2

2m
− (p2)2

8m3c2
+ . . .�àññìîòðèì äâèæåíèå íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â ïîòåíöè-àëüíîì ïîëå U(r). �åëÿòèâèñòñêàÿ ïîïðàâêà ê íåðåëÿòèâèñò-ñêîìó îïåðàòîðó �àìèëüòîíà

Ĥ0 =
p̂2

2m
+ U(r)âîçíèêàåò èç-çà èçìåíåíèÿ çàêîíà äèñïåðñèè. Ñîîòâåòñòâóþùååâîçìóùåíèå ðàâíî

V̂ = −
(
p̂2

)2

8m3c2
.Â êóëîíîâñêîé çàäà÷å (ïðè U(r) = −e2/r ) ýòà ïîïðàâêà ñíèìà-åò âûðîæäåíèå ïî l â ñïåêòðå è ïðèâîäèò ê òîíêîé ñòðóêòóðåóðîâíåé. Âîçíèêàþùàÿ ïîïðàâêà ê ýíåðãèè

∆Enl = 〈nl| V̂ |nl〉 = − 1

2mc2

〈

nl

∣
∣
∣
∣
∣

(
p̂2

2m

)2
∣
∣
∣
∣
∣
nl

〉

ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà ñ ó÷åòîì

p̂2

2m
= Ĥ0 +

e2

r
, Ĥ0 |nl 〉 = En |nl 〉

� 43. Ñèììåòðè÷íàÿ �îðìà óðàâíåíèÿ Äèðàêà 171â âèäå (
ì. (13.1) è (27.1))

∆Enl = − 1

2mc2

〈

nl

∣
∣
∣
∣
∣

(

En +
e2

r

)2
∣
∣
∣
∣
∣
nl

〉

=

= −me4

2~2

α2

n3

(
1

l + 1
2

− 3

4n

)

. (42.3)Çäåñü

α =
e2

~c
≈ 1

137� áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà, ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû.

l =

2

1

0






n = 3

l =
1

0

}

n = 2

l = 0 }n = 1Òîíêàÿ ñòðóêòóðà óðîâíåé àòîìà âîäîðîäà ñîãëàñíî (3)Îäíàêî ðåàëüíûé ñïåêòð àòîìà âîäîðîäà îòëè÷àåòñÿ îò ýòîãîñïåêòðà. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî óðàâíåíèå (1) íå ó÷èòûâàåò ñïèíýëåêòðîíà.� 43. Ñèììåòðè÷íàÿ �îðìà óðàâíåíèÿ ÄèðàêàÂ íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñïèí ýëåêòðîíà ó÷è-òûâàåòñÿ â óðàâíåíèè Ïàóëè (ñì. (37.1), (37.2)), êîòîðîå ìû



172 �ëàâà VIII. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀïðåäñòàâèì â �îðìå

{

σ0 (cp̂0 − eA0) − 1

2m

[

σ
(

p̂ − e

c
A

)]2
}

Ψ(r, t) = 0 ,ãäå σ0 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Åñòåñòâåííîå ðåëÿòèâèñòñêîåîáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Ïàóëè âûãëÿäèò òàê:

{[

γ0

(

p̂0 −
e

c
A0

)

− γ
(

p̂ − e

c
A

)]2

− m2c2

}

Ψ(x) = 0, (43.1)ãäå γµ = (γ0, γ) � íåêîòîðûå ìàòðèöû, à x = (ct, r) � 4-ðàäèóñ-âåêòîð. Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà {. . .} â ëåâîé÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) â �àêòîðèçîâàííîì âèäå

{. . .} =
[

γµ
(

i~∂µ −
e

c
Aµ

)

+ mc
] [

γν
(

i~∂ν −
e

c
Aν

)

− mc
]

.Ôóíêöèÿ Ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1), åñëè îíà ÿâëÿ-åòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

[

γµ
(

i~∂µ −
e

c
Aµ

)

− mc
]

Ψ(x) = 0. (43.2)Ýòî è åñòü óðàâíåíèå Äèðàêà (1928). Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöûóðàâíåíèå Äèðàêà èìååò âèä

(γµp̂µ − mc) Ψ(x) = 0 . (43.3)Êîíå÷íî, âñå ïðåäûäóùåå íå âûâîä, à ëèøü íàâîäÿùèå ñîîá-ðàæåíèÿ. Ìû ïîñòóëèðóåì óðàâíåíèå Äèðàêà â âèäå (2), àñïðàâåäëèâîñòü åãî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì ñëåäñòâèéèç íåãî ýêñïåðèìåíòó.Îòìåòèì ñðàçó æå îñíîâíîå ñâîéñòâî ìàòðèö γµ. �åøåíèåóðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû (3) óäîâëåòâîðÿåòòàêæå óðàâíåíèþ (1) (ïðè Aµ = 0), êîòîðîå ìû ïåðåïèøåì â�îðìå

(γµp̂µ + mc) (γνp̂ν − mc) Ψ(x) = 0 . (43.4)

� 43. Ñèììåòðè÷íàÿ �îðìà óðàâíåíèÿ Äèðàêà 173×òîáû ñîõðàíèòü îáû÷íóþ ñâÿçü ìåæäó ýíåðãèåé è èìïóëü-ñîì, E2 = (p2 + m2c2)c2, åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû óðàâ-íåíèå (4) ñîâïàäàëî ñ óðàâíåíèåì Êëåéíà � Ôîêà � �îðäîíà
(
p̂µp̂µ − m2c2

)
Ψ(x) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

γµγν + γνγµ = 2gµνI . (43.5)Ñêîëüêî êîìïîíåíò ó âîëíîâîé �óíêöèè Ψ(x)? Ïðè âûÿñíå-íèè ýòîãî âîïðîñà âàæíóþ ðîëü èãðàåò èíâàðèàíòíîñòü óðàâ-íåíèÿ Äèðàêà îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèé ïðîñòðàíñòâåííûõ îñåéèëè P -èíâàðèàíòíîñòü.Ïðè ïîâîðîòå íà óãîë θ âîêðóã îñè n ïðåîáðàçîâàíèå 2-êîì-ïîíåíòíîãî ñïèíîðà ϕ èìååò âèä (36.2)
ϕ′ = exp

(
i
2 θσn

)
ϕ = [ cos(θ/2) + i σn sin(θ/2) ] ϕ . (43.6)Îïåðàòîð ïîâîðîòà exp

(
i
2 θσn

) íå íàðóøàåò P -èíâàðèàíò-íîñòü, òàê êàê è ñïèí (ñîáñòâåííûé ìîìåíò èìïóëüñà ýëåêòðî-íà) ŝ = σ/2, è îñü ïîâîðîòà n � àêñèàëüíûå âåêòîðû, à ïîòîìóïðîèçâåäåíèå σn � èñòèííûé ñêàëÿð, íå èçìåíÿþùèé çíàê ïðèîòðàæåíèè êîîðäèíàò.Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ V èìååòâèä
x′ = x ch θ − ct sh θ , ct′ = ct ch θ − x sh θ ,

ch θ =
1

√

1 − (V/c)2
, sh θ =

(V/c)
√

1 − (V/c)2è ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïîâîðîòó â ïëîñêîñòè x, ct,à ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ñïèíîðà ìîæåò áûòü ïîëó-÷åíî çàìåíîé θ → iθ â óðàâíåíèè (6), ÷òî äà¼ò

ϕ′ = exp
(
−1

2 θσx

)
ϕ ,ãäå áûñòðîòà θ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì th θ = V/c. Â ñëó÷àåïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, çàäàâàåìîãî ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì



174 �ëàâà VIII. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀñêîðîñòè V, èìååì:

ϕ′ = exp
(
−1

2 θσn
)

ϕ = [ ch (θ/2) − σn sh (θ/2) ] ϕ , (43.7)

n =
V

V
, th θ =

V

c
.Îïåðàòîð exp

(
−1

2 θσn
) íàðóøàåò P -èíâàðèàíòíîñòü, òàê êàêñêîðîñòü V = V n � ïîëÿðíûé âåêòîð, è, ñëåäîâàòåëüíî, σn �ïñåâäîñêàëÿð, èçìåíÿþùèé çíàê ïðè îòðàæåíèè êîîðäèíàò.Ïîýòîìó äëÿ ñîõðàíåíèÿ P -èíâàðèàíòíîñòè ïðèõîäèòñÿ ââî-äèòü âòîðîé ñïèíîð χ ñ èíûì, ÷åì ó ϕ, ïîâåäåíèåì ïðè îòðà-æåíèè êîîðäèíàò. Åñëè

P̂ ϕ(t, r) = ηP ϕ(t,−r) , P̂ χ(t, r) = −ηPχ(t,−r) , (43.8)ãäå ηP � �àçîâûé ìíîæèòåëü, òî ïðåîáðàçîâàíèå âèäà

ϕ′ = ϕ ch (θ/2) − σnχ sh (θ/2) ,

χ′ = χ ch (θ/2) − σnϕ sh (θ/2) (43.9)ñîõðàíÿåò P -èíâàðèàíòíîñòü. Äâóõêîìïîíåíòíûå ñïèíîðû ϕ è

χ îáúåäèíÿþòñÿ â 4-êîìïîíåíòíûé ñïèíîð, èëè áèñïèíîð

Ψ(x) =

(
ϕ(x)

χ(x)

)

,äëÿ êîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèå (6), ñîîòâåòñòâóþùåå ïîâîðîòó,èìååò âèä

Ψ′ = exp
(

i
2 θΣn

)
Ψ = [ cos(θ/2) + iΣn sin(θ/2) ] Ψ , (43.10)à �îðìóëà (9), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà,èìååò âèä

Ψ′ = exp
(
−1

2 θαn
)

Ψ = [ ch(θ/2) − αn sh(θ/2) ] Ψ , (43.11)ãäå ìàòðèöû

Σ =

(
σ 0

0 σ

)

, α =

(
0 σ

σ 0

)

(43.12)

� 43. Ñèììåòðè÷íàÿ �îðìà óðàâíåíèÿ Äèðàêà 175ýðìèòîâû è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
ΣjΣk = I δjk + iεjkn Σn , αjαk + αkαj = 2I δjk . (43.13)Ïðåîáðàçîâàíèå (8), ñîîòâåòñòâóþùåå îòðàæåíèþ ïðîñòðàí-ñòâåííûõ êîîðäèíàò, ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

ΨP (x) ≡ P̂ Ψ(t, r) = ηP UP Ψ(t,−r) ,

UP = U−1
P =

(
I 0

0 −I

)

. (43.14)Íàéäåì 4× 4 ìàòðèöû γµ, ðàññìàòðèâàÿ äëÿ ïðîñòîòû óðàâ-íåíèå Äèðàêà äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû (3). Ïðè îòðàæåíèè êîîð-äèíàò îïåðàòîð p̂0 íå èçìåíÿåòñÿ, à îïåðàòîð p̂ èçìåíÿåò çíàê.Åñëè â óðàâíåíèè Äèðàêà (γ0p̂0 − γp̂ − mc) Ψ(t, r) = 0 ïðîâå-ñòè çàìåíû p̂ → −p̂, Ψ(t, r) → Ψ(t,−r) = η−1
P UP ΨP (x), ñîîò-âåòñòâóþùèå P -îòðàæåíèþ, òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(γ0p̂0 + γp̂ − mc) UP ΨP (x) = 0 .Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû �óíêöèÿ ΨP (x) óäîâëåòâîðÿëà òîìó æåóðàâíåíèþ, ÷òî è �óíêöèÿ Ψ(x), ìàòðèöû γµ äîëæíû óäîâëå-òâîðÿòü óñëîâèÿì
UPγ0 = γ0UP , UPγ = −γUP .ßñíî ïîýòîìó, ÷òî ìîæíî âûáðàòü

γ0 = UP =

(
I 0

0 −I

)

.Èç UPγ + γUP = 0 ñëåäóåò, ÷òî

γ =

(
0 B

C 0

)

,à ñîîòíîøåíèå

γmγn + γnγm = −2δmn I ; m, n = x, y, z
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γ0 =

(
I 0

0 −I

)

, γ =

(
0 σ

−σ 0

)

. (43.15)Ýòîò âûáîð ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîìó ñòàíäàðòíîìóïðåäñòàâëåíèþ. Ñóùåñòâóþò äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöÄèðàêà, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ñòàíäàðòíîãî ñ ïîìîùüþ ïðå-îáðàçîâàíèÿ γµ → UγµU
−1, ãäå U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà.� 44. �åëÿòèâèñòñêàÿ êîâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿÄèðàêàÏóñòü ïðè ïðîèçâîëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ëîðåíöà 4-ðàäèóñâåêòîð xµ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

x′
µ = Λµν xν ,à ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå áèñïèíîðà Äèðàêà çàäàåòñÿìàòðèöåé U :

Ψ′(x′) = U Ψ(x) .×òîáû äîêàçàòü ðåëÿòèâèñòñêóþ êîâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿÄèðàêà, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íàéäåííûå âûøå îïåðàòîðû
γµ ïðåîáðàçóþòñÿ êàê 4-âåêòîðû, ò. å. ïðåîáðàçîâàííûé îïå-ðàòîð U−1γµU óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (ñð. ñ îáñóæäåíèåìïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà σ îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ â � 36.3)

U−1γµU = Λµν γν . (44.1)Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ïîâîðîòîâ (43.10), êî-ãäà U = exp
(

i
2 θΣn

), è äëÿ ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà
(43.11), êîãäà U = exp

(
−1

2 θαn
). Ïðè ýòîì îêàçûâàþòñÿ ïîëåç-íûìè ñîîòíîøåíèÿ

Σ γ0 = γ0 Σ , α γ0 = −γ0 α = −γ , (44.2)

� 44. �åëÿòèâèñòñêàÿ êîâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ Äèðàêà 177
Σjγk =

{
−γkΣj = iεjklγl ïðè j 6= k

−γkΣj ïðè j = k ,

αjγk =

{
γkαj ïðè j 6= k

−γ0 ïðè j = k .Çíà÷èò, óðàâíåíèå (1) ñïðàâåäëèâî è äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, êîòî-ðûé âñåãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìáèíàöèþ ýòèõ äâóõïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé.Íàçîâåì �óíêöèþ
Ψ(x) ≡ Ψ+(x)γ0 (44.3)äèðàêîâñêè ñîïðÿæ¼ííîé �óíêöèè Ψ(x). Îíà ïðåîáðàçóåòñÿ ïîçàêîíó
Ψ

′
= Ψ+ U+γ0 ,ïðè÷åì äëÿ ïîâîðîòîâ (43.10) è äëÿ ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿËîðåíöà (43.11) èç (2) ñëåäóåò, ÷òî

U+γ0 = γ0U
−1 .Çíà÷èò, è â îáùåì ñëó÷àå äèðàêîâñêè ñîïðÿæ¼ííàÿ �óíêöèÿïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

Ψ
′
= Ψ̄ U−1 , (44.4)îòêóäà âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà Ψ Ψ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

Ψ
′
Ψ′ = Ψ Ψ , (44.5)ò. å. ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, à âåëè÷èíà Ψ γµΨ ïðåîáðàçóåòñÿ ïîçàêîíó

Ψ
′
γµ Ψ′ = Λµν Ψ̄ γν Ψ , (44.6)ò. å. ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âå-ëè÷èíà Ψ γµγνΨ ÿâëÿåòñÿ 4-òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà, à âåëè÷èíû

Ψ γ5Ψ è Ψ γ5γµΨ, ãäå

γ5 = −iγ0γxγyγz =

(
0 −I

−I 0

)

, (44.7)



178 �ëàâà VIII. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀïðåîáðàçóþòñÿ êàê ïñåâäîñêàëÿð è àêñèàëüíûé 4-âåêòîð ñîîò-âåòñòâåííî.� 45. Ïëîòíîñòü òîêà. Çàðÿäîâîå ñîïðÿæåíèå. Îòðà-æåíèå âðåìåíèÄèðàêîâñêè ñîïðÿæ¼ííàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(

−i~∂µ −
e

c
Aµ

)

Ψ(x) γµ − mc Ψ(x) = 0 . (45.1)Äîìíîæèì ýòî óðàâíåíèå ñïðàâà íà Ψ(x) è âû÷òåì èç óðàâíå-íèÿ (43.2), äîìíîæåííîãî ñëåâà íà Ψ(x), òîãäà ïîëó÷èì óðàâ-íåíèå

(
∂µ Ψ(x)

)
γµ Ψ(x) + Ψ(x) γµ ∂µ Ψ(x) = 0 ,êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ 4-ìåðíîãîòîêà. Åñëè ââåñòè 4-ìåðíóþ ïëîòíîñòü òîêà

jµ(x) = c Ψ(x) γµ Ψ(x) , (45.2)òî îíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè

∂µj
µ(x) = 0 . (45.3)Äëÿ äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

̺(x) = j0(x)/c = Ψ(x)γ0Ψ(x) = Ψ+(x)Ψ(x) (45.4)ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé �óíêöèåé, à ïëîòíîñòü3-ìåðíîãî òîêà ðàâíà

j(x) = c Ψ(x) γΨ(x) = c Ψ+(x)αΨ(x) , (45.5)ãäå ýðìèòîâû ìàòðèöû α = γ0γ îïðåäåëåíû â (43.12). Óðàâíå-íèå Äèðàêà è ïëîòíîñòü äèðàêîâñêîãî òîêà, ðàçóìååòñÿ, èíâà-ðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (42.2).
� 46. �àìèëüòîíîâà �îðìà óðàâíåíèÿ Äèðàêà 179�àññìîòðèì åùå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Äèðàêà îòíîñèòåëüíî

C (çàðÿäîâîå ñîïðÿæåíèå) è T (îòðàæåíèå âðåìåíè) ïðåîáðà-çîâàíèé. Åñëè �óíêöèÿ Ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (43.2),òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ
ΨC(x) = CΨ(x) , C = γyγ0 = −αy (45.6)ñîîòâåòñòâóåò çàðÿäîâî-ñîïðÿæ¼ííîé ÷àñòèöå, ò. å. óäîâëåòâî-ðÿåò óðàâíåíèþ

[

γµ
(

i~∂µ +
e

c
Aµ

)

− mc
]

ΨC(x) = 0 , (45.7)êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (43.2) äëÿ Ψ(x) ëèøü çíàêîìçàðÿäà e. Àíàëîãè÷íî, åñëè �óíêöèÿ Ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-íåíèþ (43.3), òî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèÿ

ΨT (t, r) = UTΨ(−t, r) , UT = iγzγxγ0 (45.8)óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ. Íàêîíåö, óêàæåì, ÷òî äåé-ñòâèå òð¼õ ïðåîáðàçîâàíèé C, P è T îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíè-åì
ΨCPT (t, r) = iγ5Ψ(−t,−r) , (45.9)ãäå ìàòðèöà γ5 îïðåäåëåíà â (44.7).� 46. �àìèëüòîíîâà �îðìà óðàâíåíèÿ ÄèðàêàÓìíîæèâ óðàâíåíèå (43.2) íà γ0 ñëåâà, ïîëó÷èì óðàâíåíèåÄèðàêà â ãàìèëüòîíîâîé �îðìå:

i~
∂Ψ

∂t
= Ĥ Ψ, Ĥ = α(cp̂ − eA) + mc2γ0 + eA0 , p̂ = −i~∇ .

(46.1)Îòñþäà îïåðàòîð ñêîðîñòè ðàâåí

v̂ =
i

~
[Ĥ, r] = c α , (46.2)
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d

dt

(

p̂ − e

c
A

)

= eE + eα × Bÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

d

dt

mv
√

1 − (v/c)2
= eE + e

v

c
× B .Â öåíòðàëüíîì ïîëå (ïðè A = 0, eA0 = U(r)) îðáèòàëüíûéìîìåíò l̂ = r × p̂ è ñïèí

ŝ =
1

2
Σ =

1

2

(
σ 0

0 σ

)

â îòäåëüíîñòè íå ñîõðàíÿþòñÿ:

dl̂

dt
=

i

~
[Ĥ, l̂] =

c

~
α × p̂,

dŝ

dt
=

i

~
[Ĥ, ŝ] = − c

~
α × p̂ .Åñòåñòâåííî, îäíàêî, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíûé ìîìåíò ĵ = l̂ + ŝ,

dĵ

dt
=

i

~
[Ĥ, ĵ] = 0 .�àññìîòðèì òåïåðü ñâîáîäíûé ýëåêòðîí â ñîñòîÿíèè ñ îïðå-äåëåííûì èìïóëüñîì p. Â ýòîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí

Ĥ = cαp + mc2γ0òàêæå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì ñïèíà:
[Ĥ, ŝ] = i c α × p . (46.3)Îäíàêî ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà ïîäñêàçûâàåò äâà âîçìîæíûõ èñ-êëþ÷åíèÿ.1. Åñëè p → 0 (÷òî ñïðàâåäëèâî â ñèñòåìå ïîêîÿ ýëåêòðîíà),òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3) îáðàùàåòñÿ â íóëü

[Ĥ, ŝ] = 0 ïðè p → 0 . (46.4)

� 47. Ñâîáîäíîå äâèæåíèå äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû 181Òàêèì îáðàçîì, ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà ìîæ-íî îïèñûâàòü, çàäàâàÿ îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå σ = ±1/2 îïåðà-òîðà ŝz â ñèñòåìå ïîêîÿ ýëåêòðîíà.2. Åñëè óìíîæèòü óðàâíåíèå (3) ñêàëÿðíî íà âåêòîð p,òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ òàêæå îáðàòèòñÿ âíóëü. Ïîýòîìó îïåðàòîð ñïèðàëüíîñòè Λ̂ (ïðîåêöèè ñïèíà íàíàïðàâëåíèå èìïóëüñà ýëåêòðîíà) êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíè-àíîì

[Ĥ, Λ̂] = 0 , Λ̂ = ŝ · p

|p| . (46.5)Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Λ̂ ðàâíû λ = ±1/2, à åãî ñîá-ñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ ñïèðàëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè.Çàäà÷è46.1. Óêàçàòü ðåëÿòèâèñòñêèå åäèíèöû ýíåðãèè, âðåìåíè,äëèíû, ñèëû.46.2. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî 〈n| [Ĥ, p̂r] |n〉 = 0, ãäå

Ĥ = αp + γ0m − Ze2

r
,ïîêàçàòü, ÷òî ýíåðãèÿ En = 〈n| γ0 |n〉.46.3. Íàéòè óðîâíè ýíåðãèè ýëåêòðîíà â îäíîðîäíîì ïîñòî-ÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå.� 47. Ñâîáîäíîå äâèæåíèå äèðàêîâñêîé ÷àñòèöûCâîáîäíîìó äâèæåíèþ ÷àñòèöû ñ îïðåäåëåííûì 4-èìïóëüñîì

pµ = (E, p) ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêàÿ âîëíà7

Ψ(x) = u(p) e−ipµxµ
, pµx

µ = Et − pr ,7Çäåñü è íèæå â � 48�49 (çà èñêëþ÷åíèåì � 48.1) ïîëàãàåì ~ = 1, c = 1.
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(γµp
µ − m) u(p) = 0 .Äëÿ äâóõêîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ ϕ(p) è χ(p), ÷åðåç êîòîðûåâûðàæàåòñÿ áèñïèíîð

u(p) =

(
ϕ(p)

χ(p)

)

,ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(E − m) ϕ − σpχ = 0 , σpϕ − (E + m) χ = 0 .Ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, åñëè åå îïðåäåëèòåëüðàâåí íóëþ, ò. å. åñëè

E2 = p2 + m2 .Ââåäåì àðè�ìåòè÷åñêèé, ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü

ε = +
√

p2 + m2 .Ñóùåñòâóþò äâå âîçìîæíîñòè (ðèñ. 27):

0

+mc2

E

−mc2

�èñ. 27. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè äëÿ ñâîáîäíîé äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû:
E = +

√

m2c4 + p2c2 > mc2 è E = −
√

m2c4 + p2c2 < −mc2. Äèðàêîâñêîéùåëè ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòü ýíåðãèé: −mc2 < E < mc21. Ýíåðãèÿ ïîëîæèòåëüíà:

E = +ε , χ =
σp

ε + m
ϕ .

� 47. Ñâîáîäíîå äâèæåíèå äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû 183Ïðè íîðìèðîâêå

ϕ+ϕ = 1 , u+u = 1ïîëó÷àåì áèñïèíîð

u(ε,p) ≡ up =

√

ε + m

2ε

(
ϕ

Â ϕ

)

, Â =
σp

ε + m
(47.1)2. Ýíåðãèÿ îòðèöàòåëüíà:

E = −ε, u(−ε,p) =

√

ε + m

2ε

(
−Â χ

χ

)

.×åòûðå êîìïîíåíòû âîëíîâîé �óíêöèè ñîîòâåòñòâóþò äâóìâîçìîæíûì îðèåíòàöèÿì ñïèíà ïðè äâóõ âîçìîæíûõ çíàêàõýíåðãèè. Èñêëþ÷èòü ñîñòîÿíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé íåëü-çÿ, òàê êàê â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âîçìîæíû ïåðåõîäû ìåæäóñîñòîÿíèÿìè. Äèðàê ïîñòóëèðîâàë, ÷òî óðîâíè ñ îòðèöàòåëü-íîé ýíåðãèåé çàïîëíåíû. Òîãäà ïåðåõîäîâ íà íèõ íåò â ñèëóïðèíöèïà Ïàóëè. Äûðêà â äèðàêîâñêîì ìîðå âåäåò ñåáÿ êàê ÷à-ñòèöà òîé æå ìàññû, ÷òî è ýëåêòðîí, íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûìçàðÿäîì, ïðè÷¼ì îòñóòñòâóþùåìó ýëåêòðîíó ñ ýíåðãèåé (−ε) èèìïóëüñîì (−p) ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòèöà-äûðêà ñ ýíåðãèåé (+ε)è èìïóëüñîì (+p). Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ÷àñòèöà-äûðêà âû-ñòóïàåò êàê àíòè÷àñòèöà, à ïðåäñòàâëåíèå î äèðàêîâñêîì ìîðåîêàçàëîñü èçëèøíèì. Òàêàÿ àíòè÷àñòèöà äëÿ ýëåêòðîíà áûëàâñêîðå îáíàðóæåíà (Ê. Àíäåðñîí, 1932) è íàçâàíà ïîçèòðîíîì.Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíîìó ýëåêòðîíó ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêàÿâîëíà

Ψp(x) = up e−ipµxµ
, pµx

µ = εt − pr , (47.2)ãäå áèñïèíîð up îïðåäåëåí â (1), à ñâîáîäíîìó ïîçèòðîíó ñîîò-âåòñòâóåò ïëîñêàÿ âîëíà

Ψ−p(x) = CΨ̄p(x) = vp eipµxµ
, pµx

µ = εt − pr , (47.3)
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vp ≡ u(−ε,−p) = C ūp =

√

ε + m

2ε

(
Â χ

χ

)

, (47.4)

χ = −σy ϕ , v+
p vp = 1 .Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ �îð-ìóëàìè çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ (ñì. (45.6), (45.7)) : åñëè �óíê-öèÿ Ψ(x) ∝ e−iεt/~ åñòü ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Äè-ðàêà äëÿ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé E = +ε è çàðÿäîì e âî âíåøíåìïîëå, òî �óíêöèÿ CΨ̄(x) ∝ e+iεt/~ îòâå÷àåò ðåøåíèþ óðàâíåíèÿÄèðàêà äëÿ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé E = −ε è ïðîòèâîïîëîæíûìçàðÿäîì (−e) â òîì æå ïîëå. Áèñïèíîðû up è vp âçàèìíî îðòî-ãîíàëüíû

v+
p up = u+

p vp = 0 .Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå âåëè÷èíà Â ∼ |p|/m ≪ 1,ïîýòîìó âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà (ïîçèòðîíà)�àêòè÷åñêè ñòàíîâèòñÿ äâóõêîìïîíåíòíîé, òàê êàê å¼ íèæíèå(âåðõíèå) êîìïîíåíòû îêàçûâàåòñÿ ∼ |p|/m.Îòìåòèì òàêæå îñîáåííîñòü, ñâÿçàííóþ ñ îïåðàòîðîì ñêîðî-ñòè v̂ = α. Òàê êàê v̂x = αx, à α2
x = I , òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿîïåðàòîðà v̂x ðàâíû ±1 (èëè ±c â îáû÷íûõ åäèíèöàõ). Îäíàêîñîáñòâåííûå �óíêöèè îïåðàòîðà v̂x íå ñîîòâåòñòâóþò îïðåäå-ëåííîìó çíàêó ýíåðãèè, ò. å. îáû÷íûì �èçè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì.È íàîáîðîò, ñðåäíåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè â ñîñòîÿíèè ñ �èêñèðî-âàííîé ýíåðãèåé

〈vx〉 = u+(±ε,p) αx u(±ε,p) =
px

±ε
,êàê è äîëæíî áûòü.Ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà çàäàþòñÿ äâóõ-êîìïîíåíòíûì ñïèíîðîì ϕ. Êëàññè�èêàöèÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé ìî-

� 48.Íåðåëÿòèâèñòñêèé è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåëû óðàâíåíèÿ Äèðàêà 185æåò áûòü ïðîâåäåíà äâóìÿ âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè, îïèñàííû-ìè â � 46. Ýëåêòðîíó ñ ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü z â åãî ñèñòåìåïîêîÿ, ðàâíîé σ, ñîîòâåòñòâóþò ñïèíîðû
ϕ(σ=1/2) =

(
1

0

)

, ϕ(σ=−1/2) =

(
0

1

)

, (47.5)à ýëåêòðîíó ñî ñïèðàëüíîñòüþ λ � ñïèíîðû (ñì. � 36.3)
ϕ(λ=1/2)(n) =

(
e−iϕ/2 cos θ

2

eiϕ/2 sin θ
2

)

, (47.6a)

ϕ(λ=−1/2)(n) =

(
−e−iϕ/2 sin θ

2

eiϕ/2 cos θ
2

)

, (47.6b)ãäå åäèíè÷íûé âåêòîð n îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì èìïóëüñàýëåêòðîíà
n =

p

|p| = (sin θ cos ϕ, sin θ sin ϕ, cos θ) . (47.7)Çàäà÷è47.1. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ïëîñêîé âîëíû,èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà èç ñèñòåìû ïîêîÿ ýëåêòðî-íà.47.2. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà â âèäå ïëîñêîé âîë-íû äëÿ ÷àñòèöû ñ ìàññîé m = 0.� 48. Íåðåëÿòèâèñòñêèé è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèéïðåäåëû óðàâíåíèÿ ÄèðàêàÏðè ðàññìîòðåíèè íåðåëÿòèâèñòñêîãî è óëüòðàðåëÿòèâèñò-ñêîãî ïðåäåëîâ óðàâíåíèÿ Äèðàêà óäîáíî èñïîëüçîâàòü ýòî
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Ĥψ(r) = εψ(r) , ψ(r) =

(
ϕ(r)

χ(r)

)

, (48.1)è ïåðåïèñàòü åãî â âèäå ñèñòåìû ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé äëÿäâóõêîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ ϕ(r) è χ(r):

(ε − mc2 − eA0) ϕ(r) = cσ
(

p̂ − e

c
A

)

χ(r) , (48.2a)

(ε + mc2 − eA0) χ(r) = cσ
(

p̂ − e

c
A

)

ϕ(r) . (48.2b)48.1. Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë óðàâíåíèÿ ÄèðàêàÏðîâåäåì ðàçëîæåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà (2) ïî ñòåïåíÿì v/cäî ïåðâîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî (ðàçëîæåíèå äî âòîðîãî ïî-ðÿäêà ñì. â � 51). Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì íåðåëÿòèâèñòñêóþ ýíåðãèþ

Eíåð = ε − mc2è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî |Eíåð| ≪ mc2 è |eA0| ≪ mc2. Òîãäàèç óðàâíåíèÿ (2b) â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî v/c íàõîäèì

χ(r) =
1

2mc
σ

(

p̂ − e

c
A

)

ϕ(r) .Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (2a), ïîëó÷àåì

(Eíåð − eA0) ϕ(r) =
1

2m

[

σ
(

p̂ − e

c
A

)]2

ϕ(r) .Ñ ó÷åòîì (37.2) ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ Ïàóëè:
Ĥíåðϕ(r) = Eíåð ϕ(r) , Ĥíåð =

1

2m

(

p̂ − e

c
A

)2

+ eA0 − µ̂e B ,â êîòîðîì çíà÷åíèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà
µ̂e =

e~

2mc
σïîëó÷åíî êàê ïðîñòîå ñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà.

� 48.Íåðåëÿòèâèñòñêèé è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåëû óðàâíåíèÿ Äèðàêà 18748.2. Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë óðàâíåíèÿ Äèðàêà�àññìîòðèì óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë óðàâíåíèÿ Äèðà-êà (1), (2), êîãäà ïðè ε ≫ m â ãàìèëüòîíèàíå ìîæíî ïðåíåáðå÷üñëàãàåìûì, ïðîïîðöèîíàëüíûì ìàññå ýëåêòðîíà, ò. å. êîãäà
Ĥ = α(p̂ − eA) + eA0 . (48.3)Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà îáëàäàþò äîïîëíè-òåëüíîé ñèììåòðèåé. ×òîáû óâèäåòü ýòî, ïåðåïèøåì (2), ïðå-íåáðåãàÿ ìàññîé ýëåêòðîíà,

(ε − eA0) ϕ(r) = σ (p̂ − eA) χ(r) ,

(ε − eA0) χ(r) = σ (p̂ − eA) ϕ(r) .Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ýòè äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìóíåñâÿçàííûõ óðàâíåíèé:
σ(p̂ − eA) ξ(x) = +(ε − eA0) ξ(x) ,

σ(p̂ − eA) η(x) = −(ε − eA0) η(x) ,ãäå íîâûå äâóõêîìïîíåíòíûå ñïèíîðû ξ è η âûðàæàþòñÿ ëè-íåéíî ÷åðåç ñòàðûå:

ξ = 1
2(ϕ + χ) , η = 1

2(ϕ − χ) .Âèäíî, ÷òî íîâûå ñïèíîðû ξ è η ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè �óíê-öèÿìè îïåðàòîðà

K̂ = (ε − eA0)
−1 σ(p̂ − eA)ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè +1 è −1 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îá-ðàçîì, ñïèíîðû ξ è η îïèñûâàþò äâà ðàçíûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿ-íèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Äèðàêà ñ îäíîé èòîé æå ýíåðãèé ε. Ñîñòîÿíèå, îïèñûâàåìîå ñïèíîðîì ξ(x), íàçû-âàåòñÿ êèðàëüíûì ñîñòîÿíèåì ñ ïîëîæèòåëüíîé (èëè ïðàâîé,
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R) êèðàëüíîñòüþ, à ñîñòîÿíèå, îïèñûâàåìîå ñïèíîðîì η(x), íà-çûâàåòñÿ êèðàëüíûì ñîñòîÿíèåì ñ îòðèöàòåëüíîé (èëè ëåâîé,

L) êèðàëüíîñòüþ.Ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû, êîãäà 4-ïî-òåíöèàë Aµ = 0, îïåðàòîð K̂ = σ p̂/ε ëèøü ìíîæèòåëåì 2 îòëè-÷àåòñÿ îò îïåðàòîðà ñïèðàëüíîñòè Λ̂ = 1
2σ p̂/|p|, òàê êàê â óëü-òðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå |p| = ε. Ïîýòîìó ïðàâûì èëè ëå-âûì êèðàëüíûì ñîñòîÿíèÿì ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåííûå çíà-÷åíèÿ ñïèðàëüíîñòè λ = +1/2 èëè λ = −1/2. Â êâàçèêëàññè-÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îïåðàòîðó p̂ − eA ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð

mv/
√

1 − v2, à îïåðàòîðó ε − eA0 � âåëè÷èíà m/
√

1 − v2, òàê÷òî îïåðàòîðó K̂ è â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿïðîåêöèÿ ñïèíà íà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.Â îáû÷íîì �îðìàëèçìå ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ

ψ(r) äîïîëíèòåëüíàÿ ñèììåòðèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà ïðè m = 0ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ. Ñî-îòâåòñòâóþùèì åìó îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà (ñì. (44.7))

γ5 = −iγ0γxγyγz =

(
0 −I

−I 0

)

ñî ñâîéñòâàìè

(γ5)
2 = 1 , γ5γµ + γµγ5 = 0 , γ5α − αγ5 = 0 .Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ γ5ðàâíû ±1, à èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî γ5 íåêîììóòèðóåò ñ ïîëíûì ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ = α(p̂ − eA) + eA0 + mγ0 ,ñîäåðæàùèì ñëàãàåìîå mγ0, íî êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì(3), â êîòîðîì ýòî ñëàãàåìîå îòñóòñòâóåò. Ïîýòîìó ìû ìîæåìñòàâèòü çàäà÷ó íà ïîèñê ñîâìåñòíûõ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïå-
� 49. Ñõîäñòâî è ðàçëè÷èå óðàâíåíèé Äèðàêà è Êëåéíà � Ôîêà � �îðäîíà189ðàòîðîâ Ĥ (3) è γ5. Ïóñòü ψ(r) åñòü íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíå-íèÿ Ĥ ψ(r) = ε ψ(r). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèè

ψR(r) =
1 − γ5

2
ψ(r) =

(
ξ(r)

ξ(r)

)

,

ψL(r) =
1 + γ5

2
ψ(r) =

(
η(r)

−η(r)

)ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè γ5:
γ5 ψR,L(r) = ∓ψR,L(r) .Èç ýêñïåðèìåíòà ñëåäóåò, ÷òî ìàññà íåéòðèíî î÷åíü ìàëà, è÷òî îáû÷íî íåéòðèíî ìîæíî ñ÷èòàòü ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ëå-âûì, à àíòèíåéòðèíî � ïðàâûì. Âî âçàèìîäåéñòâèÿõ íåéòðèíî÷¼òíîñòü íå ñîõðàíÿåòñÿ.� 49. Ñõîäñòâî è ðàçëè÷èå óðàâíåíèé Äèðàêàè Êëåéíà � Ôîêà � �îðäîíàÏðèìåíèâ îïåðàòîð γµ(i∂µ − eAµ) + m ê óðàâíåíèþ Äèðàêà,êâàäðèðóåì ýòî óðàâíåíèå:

{(i∂µ − eAµ)(i∂µ − eAµ) − ie

2
γµγνFµν − m2}Ψ(x) = 0 , (49.1)

Fµν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ .Îòëè÷èå ýòîãî óðàâíåíèÿ îò óðàâíåíèÿ Êëåéíà � Ôîêà � �îð-äîíà âî âòîðîì ñïèíîâîì ñëàãàåìîì.�àññìîòðèì äâèæåíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì (íîíå îáÿçàòåëüíî îäíîðîäíîì) ìàãíèòíîì ïîëå B(r) â îòñóòñòâèåýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñïèíîâîå ñëàãàåìîå ïðèíè-ìàåò �îðìó

−ie

2
γµγνFµν = eΣB .



190 �ëàâà VIII. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀÄëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ Ψ(r, t) = ψE(r) e−iEt â ñèëó óðàâ-íåíèÿ (1) ïîëó÷àåì:

{
(E2 − (p̂ − eA)2 + eΣB − m2

}
ψE(r) = 0 .Òàê êàê

(p̂ − eA)2 − eΣB = (2ŝ(p̂ − eA))2 ,ãäå ŝ = 1
2Σ � îïåðàòîð ñïèíà ýëåêòðîíà, òî ìû ïðèõîäèì êâûâîäó, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå ñ îïðåäåë¼ííîé ýíåðãè-åé ψE(r) îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ñ îïðåäåë¼ííûìçíà÷åíèåì îïåðàòîðà (2ŝ(p̂ − eA))2 
 ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

E2 − m2. Ïîýòîìó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ŝ (p̂ − eA)òàêæå èìååò â äàííîì ñîñòîÿíèè îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå

±1
2

√
E2 − m2.Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè âåëè÷èíà p − eA ñîâïà-äàåò ñ mv/

√
1 − v2, à ìîäóëü ýòîé âåëè÷èíû ñîõðàíÿåòñÿ â ìàã-íèòíîì ïîëå, íå çàâèñÿùåì îò âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, èç ñî-õðàíåíèÿ âåëè÷èí sv è |v| ñëåäóåò, ÷òî â ïîñòîÿííîì ìàãíèò-íîì ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ âåëè÷èíà λ = s v/|v|, ò. å. ñïèðàëüíîñòüýëåêòðîíà (ïðîåêöèÿ ñïèíà ýëåêòðîíà íà íàïðàâëåíèå åãî äâè-æåíèÿ).Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî óòâåðæäåíèå íàðóøàåòñÿ çà ñ÷åò ìà-ëîãî àíîìàëüíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà. Ìàãíèòíûéìîìåíò ýëåêòðîíà ðàâåí (â îáû÷íûõ åäèíèöàõ)

µ =
e~

2mc
(1 + κ), κ ≈ α

2π
≪ 1.Ýòó ïîïðàâêó ìîæíî ó÷åñòü, ìîäè�èöèðîâàâ óðàâíåíèå Äèðàêàñëåäóþùèì îáðàçîì:

[

γµ(i∂µ − eAµ) − m − ieκ

4m
γµγνFµν

]

Ψ(x) = 0.

� 50. �àññåÿíèå ðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå 191� 50. �àññåÿíèå ðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíàâ êóëîíîâñêîì ïîëåÏóñòü ðåëÿòèâèñòñêèé ýëåêòðîí ðàññåèâàåòñÿ â êóëîíîâñêîìïîëå ïðîòîíà (−e2/r), ïåðåõîäÿ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
ψi(r) = up eiprñ èìïóëüñîì p è ýíåðãèåé ε =

√

m2 + p2 â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

ψf(r) = up′ eip′r
 èìïóëüñîì p′ è òîé æå ýíåðãèåé ε. Çäåñü ÷åòûðåõêîìïîíåíò-íûå ñïèíîðû up è up′ îïðåäåëåíû ÷åðåç îáû÷íûå äâóõêîìïî-íåíòíûå ñïèíîðû ϕi è ϕf ñîîòâåòñòâåííî (ñì. � 47):

up =

√

ε + m

2ε

(
ϕi

Â ϕi

)

, up′ =

√

ε + m

2ε

(
ϕf

Â′ ϕf

)

,

Â =
σp

ε + m
, Â′ =

σp′

ε + m
.Áîðíîâñêàÿ àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ8

f = − ε

2π
Ufiñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ðàâíà �óðüå-îáðàçó ïîòåíöèàëà âçà-èìîäåéñòâèÿ, èëè ìàòðè÷íîìó ýëåìåíòó

Ufi = U(q) =

∫

ψ+
f (r)

(

−e2

r

)

ψi(r) d3r = −4πe2

q2
u+

p′ up =

= −4πe2

q2
ϕ+

f

{

1 − q2

4ε(ε + m)
+

i[p′ × p]σ

2ε(ε + m)

}

ϕi , q = p′ − p .Âûðàæåíèå â �èãóðíûõ ñêîáêàõ ïåðåïèøåì â âèäå

{

1 − q2

4ε(ε + m)
+

i[p′ × p]σ

2ε(ε + m)

}

= A + inσ B , n =
p′ × p

|p′ × p| ,8Òàêîå ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå �îðìóë � 33 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñïîìîùüþ íåñòàöèîíàðíîé òåîðèè âîçìóùåíèé (ñì. íèæå � 63).



192 �ëàâà VIII. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀãäå n � íîðìàëü ê ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ. Åñëè âûáðàòü n â êà-÷åñòâå îñè êâàíòîâàíèÿ ñïèíà (îñè z), òî

ϕ+
f (A + inσ B) ϕi 6= 0,òîëüêî åñëè íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå ïðîåêöèè ñïèíîâ íà ýòó îñüñîâïàäàþò, mi = mf . Ýòî äåëàåò òðèâèàëüíûì óñðåäíåíèå ñå-÷åíèÿ ïî ïîëÿðèçàöèÿì íà÷àëüíîãî ýëåêòðîíà è ñóììèðîâàíèåïî ïîëÿðèçàöèÿì êîíå÷íîãî ýëåêòðîíà, òàê ÷òî

1
2 Σmi,mf

∣
∣
∣ϕ+

f (A + inσ B) ϕi

∣
∣
∣

2

= A2 + B2 = 1 − v2

c2
sin2(θ/2) ,ãäå θ � óãîë ðàññåÿíèÿ. Â èòîãå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî (âîáû÷íûõ åäèíèöàõ)

dσ

dΩ
=

e4c4

4ε2v4 sin4(θ/2)

(

1 − v2

c2
sin2(θ/2)

)

.

� 51. Òîíêàÿ ñòðóêòóðà óðîâíåé àòîìà âîäîðîäàÅñëè îãðàíè÷èòüñÿ â âûðàæåíèè äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòàïåðâîé ðåëÿòèâèñòñêîé ïîïðàâêîé, ïîëîæèâ â íåé ε = mc2, òîïîëó÷èì

U(q) ≈ −4πe2

q2
+ π

e2
~

2

c2

{
1

2m2
− i[q × p]σ

~m2q2

}

� 51. Òîíêàÿ ñòðóêòóðà óðîâíåé àòîìà âîäîðîäà 193(îïóñêàåì äëÿ êðàòíîñòè ϕ+
f è ϕi). Îòëè÷èÿ �óðüå-îáðàçà ýòîéâåëè÷èíû9, ðàâíîãî

U(r) = −e2

r
+

e2
~

2

m2c2

{
π

2
δ(r) +

lσ

4r3

}

,îò êóëîíîâñêîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (−e2/r) ñîñòàâëÿþò ðå-ëÿòèâèñòñêóþ ïîïðàâêó ê âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíà ñ ÿäðîì:

V̂1 =
e2

~
2

4m2c2r3
lσ +

πe2
~

2

2m2c2
δ(r) .Ïåðâîå ñïèí-îðáèòàëüíîå ñëàãàåìîå â ýòîé ïîïðàâêå ìîæíî êà-÷åñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âçàèìîäåéñòâèå ìàãíèòíîãîìîìåíòà ýëåêòðîíà µ = ee~σ/(2mc) â åãî ñîáñòâåííîé ñèñòå-ìå ñ ìàãíèòíûì ïîëåì B = −(v/c) × E , âîçíèêàþùèì â ýòîéñèñòåìå èç-çà äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ÿäðà

E = epr/r
3 (çäåñü ep è ee = −ep � çàðÿä ïðîòîíà è ýëåêòðî-íà). Âòîðîå δ-�óíêöèîííîå ñëàãàåìîå â ïîïðàâêå òàêæå èìååòñïèíîâîå ïðîèñõîæäåíèå è ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî êâàíòîâûì.Ó÷èòûâàÿ íàéäåííóþ ðàíåå ïîïðàâêó

V̂2 = −
(
p̂2

)2

8m3c2ê çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îò èìïóëüñà (ñì. � 42), ïîëó÷àåì ñëåäó-þùåå âûðàæåíèå äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîãî âîçìóùåíèÿ â êóëîíîâ-ñêîé çàäà÷å:

V̂ = V̂1 + V̂2 = −
(
p̂2

)2

8m3c2
+

e2
~

2

4m2c2r3
l̂σ +

πe2
~

2

2m2c2
δ(r) . (51.1)9Ïðè âû÷èñëåíèè �óðüå-îáðàçà èñïîëüçóåì èíòåãðàëû:

∫
4π

q2
eiqr

d3q

(2π)3
=

1

r
,

r

r3
= −∇1

r
= −

∫
4πiq

q2
eiqr

d3q

(2π)3
,

∫

eiqr
d3q

(2π)3
= δ(r) .



194 �ëàâà VIII. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀÑîñòîÿíèÿ ñ îäíèì è òåì æå l, íî ñ ðàçíûìè ïîëíûìè ìîìåí-òàìè j íå ñìåøèâàþòñÿ ýòèì âîçìóùåíèåì, ïîñêîëüêó îíî ñî-õðàíÿåò ïîëíûé ìîìåíò. Ñîñòîÿíèÿ ñ îäíèì è òåì æå j, íî ñðàçíûìè l = j ± 1
2 íå ñìåøèâàþòñÿ âîçìóùåíèåì V̂ , ïîñêîëüêóîíî ñîõðàíÿåò ÷¼òíîñòü, à ÷¼òíîñòü òàêèõ ñîñòîÿíèé ïðîòèâî-ïîëîæíà. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè ðåëÿòèâèñòñêîé ïî-ïðàâêè ê ýíåðãèè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé âîçìóùåíèé áåçâûðîæäåíèÿ.Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî áûëî âû÷èñëåíî ïðèðàññìîòðåíèè àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà � Ôî-êà � �îðäîíà (ñì. � 42).Ñðåäíåå çíà÷åíèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî îòëè÷íî îò íóëÿ ëèøüïðè l = 0:

〈njl| δ(r) |njl〉 = |ψ(0) |2 δl0 .Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî îòëè÷íî îò íóëÿëèøü ïðè l 6= 0:

〈

njl

∣
∣
∣
∣
∣

l̂σ

r3

∣
∣
∣
∣
∣
njl

〉

=

[

j(j + 1) − l(l + 1) − 3

4

] 〈
1

r3

〉

· (1 − δl0) .

3d5/2

3p3/2, 3d3/2

3s1/2, 3p1/2






n = 3

2p3/2

2s1/2, 2p1/2

}

n = 2

2s1/2 }n = 1Òîíêàÿ ñòðóêòóðà óðîâíåé àòîìà âîäîðîäà ñîãëàñíîóðàâíåíèþ Äèðàêà

� 51. Òîíêàÿ ñòðóêòóðà óðîâíåé àòîìà âîäîðîäà 195Âåëè÷èíû |ψ(0) |2 è 〈1/r3〉 óäîáíî âû÷èñëèòü, âîñïîëüçîâàâ-øèñü òîæäåñòâîì

〈njl| Ĉ |njl〉 = 0 , Ĉ =

[
d

dr
, Ĥr

]

,ãäå

Ĥr = − ~
2

2m

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2

)

− e2

r� ãàìèëüòîíèàí ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ. ßâíîå âû÷èñëåíèåêîììóòàòîðà äà¼ò
Ĉ =

~
2

mr2

d

dr
− ~

2l(l + 1)

mr3
+

e2

r2
.Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

〈
1

r2

d

dr

〉

=

∫

dΩ

∫ ∞

0

ψ∗ 1

r2

dψ

dr
r2 dr =

=
1

2

∫

dΩ

∫ ∞

0

d|ψ|2
dr

dr = −2π|ψ(0)|2.Íàïîìíèì, ÷òî ψ(0) 6= 0 ëèøü äëÿ l = 0. Òàêèì îáðàçîì, èçòîæäåñòâà 〈njl| Ĉ |njl〉 = 0 íàõîäèì

2π~
2

m
|ψ(0)|2 δl0 +

〈
~

2l(l + 1)

mr3

〉

(1 − δl0) =

〈
e2

r2

〉

èëè (ñ ó÷åòîì íàéäåííîãî ðàíåå (ñì. (27.1)) çíà÷åíèÿ 〈1/r2〉)

〈njl| δ(r) |njl〉 = |ψ(0) |2 =
1

πa3
Bn3

δl0 ,

〈

njl

∣
∣
∣
∣

1

r3

∣
∣
∣
∣
njl

〉

=
1

a3
Bn3l(l + 1)(l + 1/2)

(1 − δl0).Â èòîãå ïîïðàâêà ê ýíåðãèè ðàâíà

∆Enj = −me4

2~2

α2

n3

(
1

j + 1/2
− 3

4n

)

. (51.2)Âèäíî, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ âûðîæäåíèå óðîâíåé ñ îäèíàêîâûìè

n è j, íî ðàçíûìè l.



196 �ëàâà VIII. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀÇàäà÷è51.1. Íàéòè ðàñùåïëåíèå α-ëèíèè ñåðèè Áàëüìåðà (ïåðåõîäñ óðîâíÿ n = 3 íà óðîâåíü n = 2) ñ ó÷åòîì òîíêîé ñòðóêòóðûäëÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà � Ôîêà � �îðäîíà è óðàâíåíèÿ Äèðàêà.51.2. Îöåíèòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòèêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå Zc çàðÿäà òî÷å÷íîãî ÿäðà, ïðè êîòîðîìâ ðåëÿòèâèñòñêîé êóëîíîâñêîé çàäà÷å âîçíèêàåò ïàäåíèå íàöåíòð.51.3. Ïóñòü äâà òî÷å÷íûõ ÿäðà ñ çàðÿäàìè Z1 è Z2 íàõîäÿòñÿíà ðàññòîÿíèè R äðóã îò äðóãà. Ïðè ýòîì Z1 < Zc, Z2 < Zc,

Z1+Z2 > Zc. Îöåíèòü, ïðè êàêîì R â çàäà÷å âîçíèêàåò ïàäåíèåíà öåíòð.� 52. �îæäåíèå ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàðïîñòîÿííûì ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì�îæäåíèå ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð âíåøíèì ýëåêòðè÷å-ñêèì ïîëåì � çàìå÷àòåëüíîå ïðåäñêàçàíèå ðåëÿòèâèñòñêîéêâàíòîâîé ìåõàíèêè (Çàóòåð, 1931; Øâèíãåð, 1951). Íàïðÿæåí-íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, äîñòàòî÷íî áîëüøèå äëÿ ðåàëüíîãîíàáëþäåíèÿ ý��åêòà, äîñòèãàþòñÿ â ñòîëêíîâåíèÿõ àòîìíûõÿäåð ñ áîëüøèìè çàðÿäàìè ïðè ñáëèæåíèè ÿäåð íà ìàëûå ðàñ-ñòîÿíèÿ. Ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü ÿâëåíèÿ, äîïóñêàþùóþ òî÷-íîå ðåøåíèå, � ñëó÷àé îäíîðîäíîãî ïîñòîÿííîãî âíåøíåãî ïî-ëÿ E . Áóäåò èñïîëüçîâàíî ïðåäñòàâëåíèå î äèðàêîâñêîì ìîðå,ýòî ðåçêî óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷è.Íà÷íåì ñ ðàñ÷åòà îñíîâíîé, ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòèý��åêòà. Íàïðàâèì îñü z âäîëü ïîñòîÿííîé ñèëû F = −eE =

(0, 0, eE), òîãäà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U = −eEz (â ýòîì ïà-ðàãðà�å e îáîçíà÷àåò ýëåìåíòàðíûé çàðÿä, òàê ÷òî çàðÿä ýëåê-òðîíà ðàâåí (−e)). Ïðè äâèæåíèè â òàêîì ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ
� 52. �îæäåíèå ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì 197ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E = ±

√

m2c4 + p2c2 − eEz è ïîïåðå÷íûé èì-ïóëüñ p⊥ = (px, py, 0). Â ýòîì ïîëå îáû÷íàÿ äèðàêîâñêàÿ ùåëü(ðèñ. 12) ïåðåêàøèâàåòñÿ (ðèñ. 28). Â ðåçóëüòàòå ýëåêòðîí, êî-òîðûé èìåë îòðèöàòåëüíóþ ýíåðãèþ â îòñóòñòâèå ïîëÿ, ìîæåò

z1 z2

+mc2

E

−mc2

�èñ. 28. Èçìåíåíèå äèðàêîâñêîé ùåëè ïðè íàëè÷èè ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè-÷åñêîãî ïîëÿòåïåðü ïðîòóííåëèðîâàòü ñêâîçü ùåëü (ñì. ïóíêòèðíóþ ëèíèþíà ðèñ. 28) è óéòè íà áåñêîíå÷íîñòü êàê îáû÷íàÿ ÷àñòèöà. Êî-íå÷íî, äûðêà, âîçíèêøàÿ òàêèì îáðàçîì, � ýòî íå ÷òî èíîå,êàê ïîçèòðîí.Ïóñòü E = −
√

m2c4 + p2c2 − eEz � ýíåðãèÿ ÷àñòèöû äèðà-êîâñêîãî ìîðÿ. Ïðîäîëüíûé èìïóëüñ ÷àñòèöû

pz(z) =
1

c

√

(eEz + E)2 − m2c4 − p2
⊥c2îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè

z1,2 =
−E

eE ∓
√

m2c4 + p2
⊥c2

eE .Èñõîäíàÿ ÷àñòèöà èç äèðàêîâñêîãî ìîðÿ âõîäèò â áàðüåð â òî÷-êå z = z1 è âûõîäèò èç íåãî ïðè z = z2. Ïîäáàðüåðíîå äåéñòâèåëåãêî íàõîäèòñÿ:

S =

∫ z2

z1

| p(z) | dz =
π

2

(m2c2 + p2
⊥)c

eE .



198 �ëàâà VIII. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀÂ èòîãå ýêñïîíåíöèàëüíûé �àêòîð â âåðîÿòíîñòè W ïîäáàðüåð-íîãî ïåðåõîäà òàêîâ:

W ∼ e−2S/~ = exp

[

−π (m2c2 + p2
⊥)c

eE~

]

. (52.1)Çàìåòèì, ÷òî âíåøíåå ïîëå ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûì, åñ-ëè îíî ñëàáî ìåíÿåòñÿ íà ïîäáàðüåðíîì ïóòè. Îòíîøåíèå l/λ−eäëèíû ýòîãî ïóòè l = z2 − z1 ∼ mc2/(eE) ê êîìïòîíîâñêîéäëèíå âîëíû ýëåêòðîíà λ−e = ~/(mc) ðàâíî ïî ïîðÿäêó âåëè÷è-íû ïîäáàðüåðíîìó äåéñòâèþ S â åäèíèöàõ ~, òàê ÷òî â êâàçè-êëàññè÷åñêîé ñèòóàöèè l ≫ λ−e.Âû÷èñëèì òåïåðü ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé �àêòîð â âåðîÿò-íîñòè ðîæäåíèÿ ïàð. Ýêñïîíåíòà (1) � ýòî âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òî îäíà ÷àñòèöà èç äèðàêîâñêîãî ìîðÿ, êîòîðàÿ ïîäõîäèò ñëå-âà ê áàðüåðó (ñì. ðèñ. 28), ïðîòóííåëèðóåò ñêâîçü íåãî, ñòàâ,òàêèì îáðàçîì, ðåàëüíûì ýëåêòðîíîì. �àññìîòðèì èñõîäíûå÷àñòèöû â ýëåìåíòå èìïóëüñíîãî ïðîñòðàíñòâà d3p = d2p⊥ dpz,ïëîòíîñòü êîòîðûõ ðàâíà

dn = 2
d3p

(2π~)3
,ãäå ìíîæèòåëü 2 ñîîòâåòñòâóåò äâóì âîçìîæíûì ïðîåêöèÿìñïèíà ýëåêòðîíà. Â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ïëîùàäêó dx dy ñëå-âà îò áàðüåðà ïðîéäåò

dṄ = djz(z) dx dy÷àñòèö, ãäå òîê

djz(z) = vz(z) dn .Â ýòî âûðàæåíèå âõîäèò âåëè÷èíà
vz(z)dpz =

∂E

∂pz
dpz = dE ,

� 52. �îæäåíèå ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì 199ãäå ÷àñòíàÿ ïðèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ
z è p⊥. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, èíòåðâàëýíåðãèé òóííåëèðóþùèõ ÷àñòèö dE ïðÿìî ñâÿçàí ñ èíòåðâàëîì
dz ïðîäîëüíûõ êîîðäèíàò òî÷åê, â êîòîðûõ ÷àñòèöû âõîäÿò âáàðüåð: dE = eE dz (ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîãî çäåñü çíà-êà). ×òîáû ïîëó÷èòü ïîëíîå ÷èñëî ïàð, ðîæäåííûõ â åäèíèöóâðåìåíè â îáúåìå dV = dx dy dz, ýêñïîíåíòó (1) ñëåäóåò äîìíî-æèòü íà dṄ . Â èòîãå ïîëíîå ÷èñëî ïàð, ðîæäåííûõ â åäèíèöóâðåìåíè â åäèíèöå îáúåìà, ðàâíî

P1/2 ≡
dW

dt dV
= 2 eE

∫
d2p⊥

(2π~)3
exp

[

−π(m2c2 + p2
⊥) c

eE~

]

.Èíòåãðèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî ïîïåðå÷íûì èìïóëüñàì, íàõîäèìîêîí÷àòåëüíûé îòâåò:
P1/2 =

e2E2

4π3~2c
exp

(

−πE0

E

)

, E0 =
m2c3

e~
. (52.2)Ìû ñíàáäèëè âåðîÿòíîñòè P â �îðìóëàõ, ïîëó÷åííûõ âû-øå, èíäåêñîì 1/2, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðåçóëüòàò îòíîñèò-ñÿ ê ÷àñòèöàì ñî ñïèíîì ïîëîâèíà. �àçóìååòñÿ, ïîíÿòèå ìîðÿÄèðàêà, à ñ íèì è íàø ïîäõîä, íåïðèìåíèìû ñàìè ïî ñåáå êðîæäåíèþ ïàð çàðÿæåííûõ áåññïèíîâûõ ÷àñòèö, êîòîðûå îïè-ñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì Êëåéíà � Ôîêà � �îðäîíà. Íî â èñïîëüçó-åìîì êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè âåðîÿòíîñòè ðîæäåíèÿ÷àñòèö ðàçíîãî ñïèíà îòëè÷àþòñÿ ëèøü ÷èñëîì ñïèíîâûõ ñî-ñòîÿíèé. Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ñêàëÿðíûõ ÷à-ñòèö, âû÷èñëåííàÿ â ýòîì ïðèáëèæåíèè, âäâîå ìåíüøå:

P0 =
e2E2

8π3~2c
exp

(

−πE0

E

)

. (52.3)Ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïîñòîÿííîãî ýëåê-



200 �ëàâà VIII. �ÅËßÒÈÂÈÑÒÑÊÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀòðè÷åñêîãî ïîëÿ òàêîâû:

P1/2 =
e2E2

4π3~2c

∞∑

n=1

1

n2
exp

(

−n
πE0

E

)

,

P0 =
e2E2

8π3~2c

∞∑

n=1

(−1)n−1

n2
exp

(

−n
πE0

E

)

.�àçóìååòñÿ, ó÷åò âûñøèõ ÷ëåíîâ, ñ n ≥ 2, â ýòèõ ñóììàõ îñìûñ-ëåí ëèøü äëÿ î÷åíü ñèëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé, ïðè E&E0.Äëÿ ìåíüøèõ ïîëåé �îðìóëû (2) è (3) âåðíû êîëè÷åñòâåííî.Çàäà÷à52.1. ×åìó ðàâíî (â ýÂ/ñì) êðèòè÷åñêîå ïîëå E0 = m2c3/(e~),ïðè êîòîðîì èñ÷åçàåò ýêñïîíåíöèàëüíîå ïîäàâëåíèå ðîæäåíèÿïàð âíåøíèì ïîëåì?

�ëàâà IXÀÒÎÌ
� 53. Îöåíêà äëÿ àòîìà ãåëèÿÏðè îïèñàíèè ñîñòîÿíèÿ ñëîæíîãî àòîìà èñïîëüçóþòñÿ ðàç-ëè÷íûå ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. Ìû íà÷íåì ñ ïðîñòûõ îöåíîêäëÿ àòîìà ãåëèÿ, ãàìèëüòîíèàí êîòîðîãî áåç ó÷åòà ðåëÿòèâèñò-ñêèõ ïîïðàâîê èìååò âèä

H =
p2

1

2m
+

p2
2

2m
− 2e2

r1
− 2e2

r2
+

e2

|r1 − r2|
.Îöåíèì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé ýíåðãèþîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà ãåëèÿ. Åñòåñòâåííî ïðèíÿòü èìïóëü-ñû îáîèõ ýëåêòðîíîâ ðàâíûìè p1 = p2, à ðàäèóñ-âåêòîðû ðàâ-íûìè è ïðîòèâîïîëîæíûìè ïî íàïðàâëåíèþ, r1 = −r2.Òîãäà äëÿ ýíåðãèè ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

E ∼ p2

m
− 7

2

e2

r
.Ìèíèìèçèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäå-ëåííîñòåé, íàõîäèì:

Emin ∼ − 49

8
Ry = −6, 1 Ry.Ýòî íå òàê äàëåêî îò ýêñïåðèìåíòàëüíîãî çíà÷åíèÿ

Eexp = −5, 808 Ry .



202 �ëàâà IX. ÀÒÎÌ� 54. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï54.1. Èäåÿ ìåòîäàÓðàâíåíèå Øðåäèíãåðà Ĥ ψ = E ψ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èçóñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà

∫

ψ∗(Ĥ − E)ψ dx.Èíà÷å ýòî ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü êàê óñëîâèå ìèíèìóìà�óíêöèîíàëà ∫

ψ∗Ĥψ dxïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

∫

ψ∗ψ dx = 1,êîòîðîå ó÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëàãðàíæåâà ìíîæèòåëÿ E.Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ψ0 ñîîòâåòñòâóåò àá-ñîëþòíîìó ìèíèìóìó �óíêöèîíàëà. Âîëíîâóþ �óíêöèþ ïåð-âîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ψ1 ñëåäóåò èñêàòü íà êëàññå�óíêöèé, îðòîãîíàëüíûõ ψ0. Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ âòîðîãî âîç-áóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ψ2 äîëæíà áûòü îðòîãîíàëüíà ψ0 è ψ1,è ò. ä.54.2. Ïðÿìîé âàðèàöèîííûé ìåòîäÝòîò ìåòîä ñîñòîèò â îòûñêàíèè ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà
E(β) =

∫

ψ∗(x, β) Ĥ ψ(x, β) dxíà êëàññå ïðîáíûõ �óíêöèé çàäàííîãî âèäà ψ(x, β), çàâèñÿùèõîò ïàðàìåòðîâ β, è ñâîäèòñÿ �àêòè÷åñêè ê îòûñêàíèþ ìèíè-ìóìà �óíêöèè E(β). Íàéäåííîå òàêèì îáðàçîì ïðèáëèæåííîåçíà÷åíèå E ëåæèò, î÷åâèäíî, íå íèæå èñòèííîãî E0.

� 54. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï 203Ïîÿñíèì ñêàçàííîå ñëåäóþùèì. Ïóñòü ψn(x) è En � òî÷íûåñîáñòâåííûå �óíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà
Ĥ , ò. å.

Ĥ ψn(x) = En ψn(x) .�àçëîæèì ïðîáíóþ �óíêöèþ ψ(x, β) ïî ýòèì ñîáñòâåííûì�óíêöèÿì

ψ(x, β) =
∑

n

cn(β) ψn(x) .Èñïîëüçóÿ ýòî ðàçëîæåíèÿ, ìû ïîëó÷èì
E(β) =

∑

n

En |cn(β)|2 .Êîý��èöèåíòû cn(β) â ñèëó óñëîâèÿ íîðìèðîâêè óäîâëåòâîðÿ-þò ñîîòíîøåíèþ
∑

n

|cn(β)|2 = 1 .Âûðàçèì îòñþäà âåëè÷èíó
|c0(β)|2 = 1 −

∑

n>0

|cn(β)|2è ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé ýíåðãèè â âèäå

E(β) = E0 +
∑

n>0

(En − E0) |cn(β)|2 .Îòñþäà âèäíî, ÷òî E(β) ≥ E0 è ÷òî E(β) = E0, òîëüêî åñëè

cn(β) = δn0.Íàéäåì ïðÿìûì âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ýíåðãèþ îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ ãåëèåïîäîáíîãî èîíà ñ çàðÿäîì ÿäðà Ze. �àìèëüòî-íèàí ñèñòåìû (áåç ó÷åòà ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê) èìååò âèä

Ĥ =
p̂2

1

2m
+

p̂2
2

2m
− Ze2

r1
− Ze2

r2
+

e2

|r1 − r2|
. (54.1)



204 �ëàâà IX. ÀÒÎÌÍîðìèðîâàííóþ ïðîáíóþ �óíêöèþ âûáåðåì â âèäå

ψ(r1, r2) = ψ(r1) ψ(r2), ψ(r) =

√

β3

πa3
B

e−βr/aB ,ãäå ψ(r) ñîîòâåòñòâóåò âîëíîâîé �óíêöèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿâîäîðîäîïîäîáíîãî àòîìà ñ çàðÿäîì ÿäðà βe. Èíûìè ñëîâàìè,òî÷íóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ ñèñòåìû äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõýëåêòðîíîâ â ïîëå ÿäðà ñ çàðÿäîì Ze ìû ïðèáëèæåííî çàìå-íèëè âîëíîâîé �óíêöèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé äâóì íåâçàèìîäåé-ñòâóùèì ýëåêòðîíàì â ïîëå ÿäðà ñ çàðÿäîì βe. Ñëåäóåò îæè-äàòü, ÷òî âàðèàöèîííûé ïàðàìåòð β, èìåþùèé ñìûñë ý��åê-òèâíîãî çàðÿäà, îêàæåòñÿ ìåíüøå Z âñëåäñòâèå ýêðàíèðîâêèîäíèì èç ýëåêòðîíîâ ïîëÿ ÿäðà äëÿ äðóãîãî ýëåêòðîíà. Âû÷èñ-ëåíèå (ñì. [1℄, çàäà÷à 1 ê � 69) äà¼ò

E(β) = 2

(

β2 − 2Zβ +
5

8
β

)

Ry .Ìèíèìóì ýòîé �óíêöèè

E0 = −2

(

Z − 5

16

)2

Ryäîñòèãàåòñÿ ïðè

β = Z − 5

16
.Äëÿ ãåëèÿ (Z = 2) ïîëó÷àåì E0 = −5, 695 Ry. Ïðåâûøåíèå íàäèñòèííûì çíà÷åíèåì (E0 = −5.808 Ry) âñåãî 1,9 %.Çàäà÷è54.1∗. Óêàæèòå êëàññè÷åñêèé àíàëîã îáñóæäàåìîãî âàðèàöè-îííîãî ïðèíöèïà.54.2. Íàéòè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ïîïðàâêó ê ýíåðãèè àòîìàHe çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ äëÿ ñîñòîÿíèé: 1s2, 2s2,

1snl, 1s2s.

� 55. Ñàìîñîãëàñîâàííîå ïîëå (ìåòîä Õàðòðè � Ôîêà) 205� 55. Ñàìîñîãëàñîâàííîå ïîëå (ìåòîä Õàðòðè �Ôîêà)Â ýòîì ìåòîäå äëÿ íàõîæäåíèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé ïðèìå-íÿåòñÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ñ ó÷åòîì ïðàâèëüíîé ñèììåò-ðèè âîëíîâûõ �óíêöèé (Ôîê, 1930). Ïîÿñíèì ñóòü ýòîãî ìåòîäàíà ïðèìåðå äâóõýëåêòðîííîé çàäà÷è ñ ãàìèëüòîíèàíîì (54.1).Ýòîò ãàìèëüòîíèàí íå çàâèñèò îò ñïèíîâ ýëåêòîðîíîâ, ïîýòîìóïîëíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ââèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñïèíîâîé è êîîðäèíàòíîé �óíêöèé:

ψ(r1, σ1, r2, σ2) = ψ(r1, r2) χ(σ1, σ2) . (55.1)Ïîëíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ψ(r1, σ1, r2, σ2) äîëæíà áûòü àí-òèñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò è ñïè-íîâûõ ïåðåìåííûõ ýëåêòðîíîâ. Òàê êàê ñïèíîâàÿ �óíêöèÿ

χ(σ1, σ2) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé (àíòèñèììåòðè÷íîé) äëÿ ïîë-íîãî ñïèíà S = 1 (S = 0), òî êîîðäèíàòíàÿ �óíêöèÿ ψ(r1, r2)äîëæíà áûòü ñîîòâåòñòâåííî àíòèñèììåòðè÷íîé èëè ñèììåò-ðè÷íîé äëÿ òðèïëåòíîãî (S = 1) èëè ñèãëåòíîãî (S = 0) ñî-ñòîÿíèé. Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîæíîïðèáëèæåííî îïèñûâàòü ñîñòîÿíèÿ îäíîãî ýëåêòðîíà êàê íåçà-âèñèìîé ÷àñòèöû â íåêîòîðîì ý��åêòèâíîì ïîëå ÿäðà, ÷àñòè÷-íî ýêðàíèðîâàííîãî âòîðûì ýëåêòðîíîì. Â èòîãå êîîðäèíàòíàÿïðîáíàÿ �óíêöèÿ âûáèðàåòñÿ â âèäå

ψ(r1, r2) =
1√
2

[ψa(r1)ψb(r2) ± ψa(r2)ψbr1)] , (55.2)ãäå ψa,b(r) � âîëíîâûå �óíêöèè îäíî÷àñòè÷íîé çàäà÷è â ý�-�åêòèâíîì ïîòåíöèàëå, êîòîðûé áóäåò ïîëó÷åí íèæå, è âåðõ-íèé çíàê ñîîòâåòñòâóåò ñèíãëåòíîìó, à íèæíèé � òðèïëåòíîìóñîñòîÿíèÿì. �àìèëüòîíèàí (54.1) íå èìååò ïðÿìîé çàâèñèìîñòèîò ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ, íî ýíåðãèÿ àòîìà, êîíå÷íî,



206 �ëàâà IX. ÀÒÎÌçàâèñèò îò ñèììåòðèè êîîðäèíàòíîé âîëíîâîé �óíêöèè, à ñëå-äîâàòåëüíî (âñëåäñòâèå ïðèíöèïà Ïàóëè), è îò ïîëíîãî ñïèíà

S. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ïî ñîñòîÿíèþ(1)�(2) ïîëó÷èì

E =
〈

ψ(r1, σ1, r2, σ2) | Ĥ |ψ(r1, σ1, r2, σ2)
〉

= Ea +Eb +C±Q ,

(55.3)ãäå ñëàãàåìûå

Ea,b =

〈

ψa,b(r)

∣
∣
∣
∣
− ~

2

2m
∆ − Ze2

r

∣
∣
∣
∣

ψa,b(r)

〉

(55.4)ñîîòâåòñòâóþò ýíåðãèè îäíîãî ýëåêòðîíà â ïîëå ÿäðà, ñëàãàå-ìîå C ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîìó âçàèìîäåéñòâèþ (îòòàëêè-âàíèþ) ýëåêòðîíîâ

C =

∫
dq(r1) dq(r2)

|r1 − r2|
, (55.5)

dq(r1) = e|ψa(r1)|2 d3r1 , dq(r2) = e|ψb(r2)|2 d3r2 ,à ñëàãàåìîå ±Q ñ

Q = Re ∫
e2

|r1 − r2|
ψ∗

a(r1)ψb(r1) ψ∗
b (r2)ψa(r2) d3r1 d3r2 (55.6)ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîìó îáìåííîìó âçàèìîäåéñòâèþ11,íå èìåþùåìó êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà. Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ

E àòîìà îêàçûâàåòñÿ çàâèñÿùåé îò ïîëíîãî ñïèíà S ñèñòåìûäâóõ ýëåêòðîíîâ.Äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ãåëèÿ îáà ýëåêòîðîíà íàõîäÿòñÿ âñèíãëåòíîì ñîñòîÿíèè ñ îäíîé è òîé æå êîîðäèíàòíîé �óíêöèåé
ψ(r), ïîýòîìó õàðòðè-�îêîâñêàÿ ïðîáíàÿ �óíêöèÿ îêàçûâàåòñÿñèììåòðè÷íîé:

ψ(r1, r2) = ψ(r1)ψ(r2).11Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà Q > 0 (ñì. [2℄, çàäà÷à 11.27).

� 56. Ìåòîä Òîìàñà � Ôåðìè 207Âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà ýíåðãèè ïî ψ∗(r1) äà¼ò óðàâíåíèå
∫

d3r2 ψ∗(r2)
(

Ĥ − E
)

ψ(r1)ψ(r2) = 0 ,èëè (

− ~
2

2m
∆ + Uý��(r)

)

ψ(r) = E ψ(r) , (55.7)ãäå

Uý��(r) = −2e2

r
+

+

∫

d3r′ ψ∗(r′)

(

− ~
2

2m
∆′ − 2e2

r′
+

e2

|r − r′|

)

ψ(r′) . (55.8)Ýòî ñëîæíîå èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ÷èñëåííî. Ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë â ýòîé çàäà÷å Uý��(r) îïðå-äåëÿåòñÿ ÷åðåç ýëåêòðîííûå âîëíîâûå �óíêöèè, è îí æå îïðå-äåëÿåò óðîâíè ýíåðãèè è âîëíîâûå �óíêöèè îäíîýëåêòðîííîéçàäà÷è. Òàêîå ïðèáëèæåíèå íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ñàìî-ñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ. Ñòàðòóÿ îò íåêîòîðîé ïðîáíîé âîëíîâîé�óíêöèè ψ(r), íàõîäèì ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (8) ý��åêòèâíûéïîòåíöèàë Uý��(r), êîòîðûé çàòåì èñïîëüçóåòñÿ â óðàâíåíèè (7)äëÿ íàõîæäåíèÿ âîëíîâîé �óíêöèè ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ.Çàòåì ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ, ïîêà íå âîçíèêàåò ñ äîñòàòî÷íîéòî÷íîñòüþ ñîâïàäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ý��åê-òèâíûõ ïîòåíöèàëîâ.Áîëåå ñëîæíûì îêàçûâàåòñÿ ðàññìîòðåíèå âîçáóæäåííûõóðîâíåé, êîãäà �óíêöèè ψa(r) è ψb(r) ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû-ìè (ñì. [1℄, � 69).� 56. Ìåòîä Òîìàñà � ÔåðìèÄëÿ àòîìà ñ áîëüøèì ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ Z ≫ 1 ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, ïîçâîëÿþùåå ïî-



208 �ëàâà IX. ÀÒÎÌëó÷èòü êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèè ñëîæíîãî àòîìà �â ñðåäíåì�.Íà÷íåì ñ ïðîñòûõ îöåíîê.Ñ ðîñòîì çàðÿäà ÿäðà, à ñëåäîâàòåëüíî, è ÷èñëà ýëåêòðîíîâ

Z, ðàäèóñ è îáú¼ì àòîìà ñóùåñòâåííî íå èçìåíÿþòñÿ. Äåëî âòîì, ÷òî ðàçìåð àòîìà îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíèì ýëåêòðîíîì, êî-òîðûé íàõîäèòñÿ â ýêðàíèðîâàííîì ïîëå ÿäðà. Ýòî ïîëå îêà-çûâàåòñÿ òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è ïîëå â àòîìå âîäîðîäà. Òàêèìîáðàçîì, ðàçìåð ëþáîãî àòîìà ïîðÿäêà áîðîâñêîãî ðàäèóñà aB,à îáú¼ì àòîìà ñ Z ýëåêòðîíàìè ïîðÿäêà a3
B.Îäíàêî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ âíóòðè àòîìà íåðàâíîìåð-íîå è áîëüøèíñòâî èõ íàõîäèòñÿ íå â îáú¼ìå a3

B, à â ìåíüøåìîáú¼ìå a3
B/Z. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì ðàçìåðíûì ïàðàìåòðîìðàññòîÿíèé â àòîìå ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà aB/Z1/3.Ïîêàæåì, ÷òî áîëüøèíñòâî ýëåêòðîíîâ â àòîìå ñ áîëüøèì Zñîñðåäîòî÷åíî íà ðàññòîÿíèÿõ 〈r〉 ∼ aB/Z1/3, çàìåòíî ìåíüøèõ

aB. Ñðåäíèé ðàäèóñ 〈r〉 ìîæíî îöåíèòü èç ñëåäóþùèõ ñîîáðà-æåíèé. Â äîñòóïíîì �àçîâîì îáúåìå ∆Γ ∼ 〈r〉3〈p〉3 èìååòñÿ

∼ ∆Γ/~
3 ÿ÷ååê, çàíÿòûõ Z ýëåêòðîíàìè, ïîýòîìó

(〈r〉〈p〉
~

)3

∼ Z . (56.1)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå î âèðèàëå ñðåäíÿÿ êèíåòè÷å-ñêàÿ ýíåðãèÿ îäíîãî ýëåêòðîíà T è åãî ñðåäíÿÿ ïîòåíöèàëüíàÿýíåðãèÿ U ïî ìîäóëþ ñðàâíèìû, çíà÷èò äëÿ ñðåäíåãî èìïóëüñàýëåêòðîíà ìû èìååì îöåíêó

〈p〉 ∼
√

mT ∼
√

m|U | ∼
√

mZe2/〈r〉 . (56.2)Ñðàâíèâàÿ (1) è (2), ïîëó÷àåì îöåíêè
〈r〉 ∼ aB

Z1/3
, 〈p〉 ∼ Z2/3 ~

aB
.

� 56. Ìåòîä Òîìàñà � Ôåðìè 209Îòñþäà ñðåäíèé ìîìåíò èìïóëüñà ýëåêòðîíà èìååò ïîðÿäîê
〈l〉 ∼ 〈r〉 · 〈p〉

~
∼ Z1/3.Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ àòîìà ïðèìåðíî â Z ðàç îòëè÷àåòñÿ îò ñðåäíåéïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îäíîãî ýëåêòðîíà, ò. å.

E ∼ −Z · Ze2

〈r〉 ∼ −Z7/3 Ry .Êâàçèêëàññè÷åñêîå ðàñññìîòðåíèå îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíè-ìûì íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ïåðâîé áîðîâñêîé îðáèòû. Åå ðà-äèóñ ∼ aB/Z, ïîñêîëüêó çàðÿä ÿäðà çäåñü íåýêðàíèðîâàí. Ïî-ýòîìó ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ íà ýòîé îðáèòå ∼ −Z2 Ry. Ýòà ýíåð-ãèÿ èìååò âåëè÷èíó ïîðÿäêà 1/Z1/3 îò ïîëíîé ýíåðãèè àòîìà.Êâàçèêëàññè÷åñêîå ðàñìîòðåíèå íåïðèìåíèìî òàêæå íà ãðàíè-öå àòîìà, íà ðàññòîÿíèÿõ ∼ aB, ãäå ðàñïîëàãàþòñÿ íåìíîãèåâíåøíèå ýëåêòðîíû.Ïåðåéäåì ê âûâîäó óðàâíåíèÿ Òîìàñà � Ôåðìè (1927).Â ñëîæíîì àòîìå ñîâîêóïíîñòü ýëåêòðîíîâ ìîæíî ïðèáëèæåí-íî ðàññìàòðèâàòü êàê ãàç íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ �åðìèîíîâïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå, íàõîäÿùèõñÿ âî âíåøíåì ñàìîñîãëà-ñîâàííîì ïîòåíöèàëå ϕ(r). Ýòîò ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-íåíèþ Ïóàññîíà ∆ϕ = −4π̺, ãäå ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ̺ îïðå-äåëÿåòñÿ êîíöåíòðàöèåé ýëåêòðîíîâ n(r) è òî÷å÷íûì ÿäðîì ñçàðÿäîì Z (íèæå â ýòîì ðàçäåëå èñïîëüçóåì àòîìíóþ ñèñòåìóåäèíèö), ò. å.

∆ϕ = −4π [−n(r) + Zδ(r)] . (56.3)Ýëåêòðîíû çàíèìàþò âñå ÿ÷åéêè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâàâïëîòü äî òàêîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ èìïóëüñà p0, ÷òî ñî-îòâåòñòâóþùàÿ ýíåðãèÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ:

p2
0

2
− ϕ = 0 . (56.4)
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dN(r) = n(r) dV = 2
dΓ

(2π)3ýëåêòðîíîâ, ãäå dΓ = dV 4
3πp3

0 � ýëåìåíò �àçîâîãî îáúåìà, (2π)3� îáúåì �àçîâîé ÿ÷åéêè, à ìíîæèòåëü 2 ó÷èòûâàåò äâà âîç-ìîæíûõ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà. Èç óðàâíåíèé (3)�(4)ìîæíî íàéòè ñâÿçü ìåæäó êîíöåíòðàöèåé ýëåêòðîíîâ è ïîòåí-öèàëîì:

n(r) =
p3

0

3π2
=

2
√

2

3π2
ϕ3/2(r) . (56.5)Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â (3), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿîïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà. Òàê êàê ïðè r → 0 ïîòåíöèàë ñòðå-ìèòñÿ ê âåëè÷èíå Z/r, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîòåíöèàëó íåýêðàíè-ðîâàííîãî ÿäðà, òî óäîáíî ââåñòè íîâóþ �óíêöèþ χ, òàêóþ ÷òî

ϕ =
Z

r
χ ,äëÿ êîòîðîé èç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

r1/2 d2χ

dr2
=

8
√

2Z

3π
χ3/2ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè: χ → 1 ïðè r → 0 è χ → 0 ïðè r → ∞.Åñëè òåïåðü ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ x, òàêóþ ÷òî

r = λ
x

Z1/3
, λ =

(
3π

8
√

2

)2/3

≈ 0, 885 ,òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x1/2 d2χ

dx2
= χ3/2 , (56.6)â êîòîðîì çàâèñèìîñòü îò Z èñ÷åçëà. Ýòî óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ÷èñëåííî. Ôóíêöèÿ χ(x) èçîáðàæåíà íà ðèñ. 29, îíà áûñòðî ïà-äàåò ñ ðîñòîì àðãóìåíòà, â ÷àñòíîñòè, χ(0) = 1, χ(1) = 0, 42,

χ(10) = 0, 024.

� 56. Ìåòîä Òîìàñà � Ôåðìè 211Çíàÿ χ(x), íàéäåì êîíöåíòàöèþ ýëåêòðîíîâ
n(r) =

2
√

2

3π2

(
Z

r
χ(x)

)3/2

.Èñïîëüçóÿ ýòó �óíêöèÿ, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, ðàäèóñ R1/2ñ�åðû, âíóòðè êîòîðîé ñîñðåäîòî÷åíà ïîëîâèíà âñåõ ýëåêòðî-

x

χ(x)

0 2 4 6 8 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

�èñ. 29. �ðà�èê �óíêöèè χ(x)íîâ. Îí îïðåäåëèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

∫ R1/2

0

n(r) dV =
1

2
Z .×èñëåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåò çíà÷åíèå (â îáû÷íûõåäèíèöàõ)

R1/2 = 1, 33
aB

Z1/3
,÷òî íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ïðèâåäåííûìè â íà÷àëå ýòîãî ðàç-äåëà îöåíêàìè.Çàäà÷è56.1. Â ìîäåëè Òîìàñà � Ôåðìè äëÿ íåéòðàëüíîãî àòîìà âû-ðàçèòü ÷åðåç ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü n(r) ñðåäíåå ðàññòîÿíèåýëåêòðîíà îò ÿäðà, êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ýëåêòðîíîâ, ýíåðãèþèõ âçàèìîäåéñòâèÿ äðóã ñ äðóãîì è ñ ÿäðîì.



212 �ëàâà IX. ÀÒÎÌ56.2∗. Ýëåêòðîííûé ãàç áîëüøîé ïëîòíîñòè íàõîäèòñÿ âíóò-ðè íåïðîíèöàåìîé ñ�åðû. Êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå ïðèæè-ìàåò ýëåêòðîíû ê ñòåíêå. Îöåíèòü òîëùèíó ñëîÿ, â êîòîðîìíàõîäÿòñÿ ýëåêòðîíû.� 57. Ñòðóêòóðà ãàìèëüòîíèàíà àòîìàÂ ñëîæíûõ àòîìàõ ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä

Ĥ =

Z∑

a=1

p̂2
a

2m
+ Uêóë + V̂ðåë , Uêóë = −

∑

a

Ze2

ra
+

∑

a<b

e2

| ra − rb |
,ãäå ïîòåíöèàë Uêóë ó÷èòûâàåò êóëîíîâñêîå ïðèòÿæåíèå ýëåê-òðîíîâ ê ÿäðó è âçàèìíîå îòòàëêèâàíèå ýëåêòðîíîâ, à V̂ðåë ó÷è-òûâàåò ðåëÿòèâèñòñêèå ý��åêòû. Ïðè ââåäåíèè ñàìîñîãëàñî-âàííîãî ïîëÿ ýòîò ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóì-ìû òðåõ ñëàãàåìûõ

Ĥ = Ĥñàì + V̂îñò + V̂ðåë .Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå Ĥñàì îòâå÷àåò ñàìîñîãëàñîâàííîìóöåíòðàëüíîìó ïîëþ Vñàì(r), â êîòîðîì äâèæóòñÿ íåâçàèìîäåé-ñòâóþùèå ýëåêòðîíû,

Ĥñàì =

Z∑

a=1

Ĥa , Ĥa =
p̂2

a

2m
+ Vñàì(ra) .Â êà÷åñòâå ïðèìåðà óêàæåì ñàìîñîãëàñîâàííîå ïîëå â ïðèáëè-æåíèè Òîìàñà � Ôåðìè:

Vñàì(r) = −Ze2

r
χ(x) , x =

Z1/3 r

0, 885 aB
,ãäå �óíêöèÿ χ(x) íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (56.6).

� 57. Ñòðóêòóðà ãàìèëüòîíèàíà àòîìà 213Â ïîëå Vñàì(r) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîýëåêòðîííûå óðîâíè ýíåð-ãèè Enl, êîòîðûå è çàïîëíÿþòñÿ ýëåêòðîíàìè ñ ó÷åòîì ïðèíöè-ïà Ïàóëè. Âîçíèêàåò îïðåäåëåííàÿ ýëåêòðîííàÿ êîí�èãóðàöèÿ,êîòîðàÿ â ãðóáîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåò óðîâíè ýíåðãèè àòî-ìà.Îñòàòî÷íîå êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè

V̂îñò = Uêóë − ∑

a

Vñàì(ra)ó÷èòûâàåò îòëè÷èå ðåàëüíîãî ïîëÿ îò ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïî-ëÿ. Â òàêîì ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíûé îðáèòàëüíûé ìîìåíò èì-ïóëüñà L è åãî ïðîåêöèÿ ML, à òàêæå ïîëíûé ñïèí S è åãîïðîåêöèÿ MS. Êàê è â ñëó÷àå ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ, îñòà-òî÷íîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè íå èìååò ïðÿìîéçàâèñèìîñòè îò ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíîâ, íî îíî, êîíå÷-íî, çàâèñèò îò ñèììåòðèè êîîðäèíàòíîé âîëíîâîé �óíêöèè, àñëåäîâàòåëüíî (âñëåäñòâèå ïðèíöèïà Ïàóëè), è îò ïîëíîãî ñïè-íà S. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì V̂îñò óðîâíè ýíåðãèè àòîìà ESLçàâèñÿò îò S è L, íî íå çàâèñÿò îò ïðîåêöèé MS è ML, à ïîòîìóíå çàâèñÿò è îò ïîëíîãî ìîìåíòà J = L+S. Ïîðÿäîê âåëè÷èíûîñòàòî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ � îáû÷íàÿ àòîìíàÿ ýíåðãèÿ, Ry;îäíàêî ÷èñëåííî îíî çàìåòíî ìåíüøå.Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå V̂ðåë îïðåäåëÿåò ðåëÿòèâèñòñêèå ý��åê-òû � ñð. �îðìóëó (51.1) äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê â àòîìåâîäîðîäà. Íàèáîëåå âàæíûì èç ýòèõ ý��åêòîâ ÿâëÿåòñÿ ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå, èìåþùåå âèä

V̂ls =
∑

a

A(ra) l̂aŝa , (57.1)ãäå l̂a è ŝa � îïåðàòîðû îðáèòàëüíîãî è ñïèíîâîãî ìîìåíòà ýëåê-òðîíà, à �óíêöèÿ A(ra) ïðèáëèæåííî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîòåí-öèàëüíóþ ýíåðãèþ ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ. Äëÿ îäíîãî ýëåê-òðîíà â êóëîíîâñêîì ïîëå ñ çàðÿäîì Ze ýòà �óíêöèÿ ñîãëàñíî
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A(r) =
Ze2

~
2

4m2c2

1

r3
. (57.2)Ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ðåëÿòèâèñòñêîå ïî ïðèðî-äå, è ïîýòîìó åãî âåëè÷èíà ∼ (v/c)2 Ry. Ýòî âçàèìîäåéñòâèåïðîïîðöèîíàëüíî r−3 è �îðìèðóåòñÿ íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ

∼ aB/Z îò ÿäðà, ãäå êóëîíîâñêîå ïîëå ÿäðà íåýêðàíèðîâàíîè v/c ∼ Zα. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçà-èìîäåéñòâèÿ ∼ Z2α2Ry. Â òÿæåëûõ àòîìàõ îíî ñðàâíèâàåòñÿ ñîñòàòî÷íûì êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì.� 58. Òàáëèöà ÌåíäåëååâàÑì. [1℄, � 73.� 59. Àòîìíûå òåðìû59.1. Ñëó÷àé LS-ñâÿçèÂ ëåãêèõ àòîìàõ, ãäå îñòàòî÷íîå êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèåäîìèíèðóåò ïî ñðàâíåíèþ ñî ñïèí-îðáèòàëüíûì âçàèìîäåéñòâè-åì, |Vîñò| ≫ |Vðåë|, ñîõðàíÿþùèìèñÿ âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ ïîë-íûé ñïèí S è ïîëíûé îðáèòàëüíûé ìîìåíò èìïóëüñà L. Ïðèýòîì ðàçíîñòü óðîâíåé ýíåðãèè ñ ðàçëè÷íûìè S è L âåëèêàïî ñðàâíåíèþ ñ èíòåðâàëàìè òîíêîé ñòðóêòóðû, îïðåäåëÿìû-ìè âîçìóùåíèåì V̂ls. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò îá LS-òèïå ñâÿçè.Ïðè îïðåäåëåíèè íèçøåãî óðîâíÿ ESLJ äëÿ äàííîé ýëåêòðîí-íîé êîí�èãóðàöèè èìåþò ìåñòî ýìïèðè÷åñêèåÏðàâèëà Õóíäà:1. Ñîñòîÿíèå ñ íèçøåé ýíåðãèåé ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìóçíà÷åíèþ S. Êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå ýòîãî ïðàâèëà òàêîâî. Â
� 59. Àòîìíûå òåðìû 215ñîñòîÿíèè ñ ìàêñèìàëüíûì S ñïèíîâàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ �ìàê-ñèìàëüíî ñèììåòðè÷íà�. À â ñèëó ïðèíöèïà Ïàóëè áîëåå ñèì-ìåòðè÷íîé ñïèíîâîé �óíêöèè ñîîòâåòñòâóåò áîëåå àíòèñèììåò-ðè÷íàÿ êîîðäèíàòíàÿ �óíêöèÿ è ïîòîìó áîëåå ñëàáîå êóëîíîâ-ñêîå îòòàëêèâàíèå ýëåêòðîíîâ. Çàìêíóòàÿ îáîëî÷êà (îñíîâíîåñîñòîÿíèå áëàãîðîäíûõ ãàçîâ) � ñèíãëåò, ó êîòîðîãî S = 0.2. Ñðåäè òåðìîâ ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì S ñîñòîÿíèþ ñíèçøåé ýíåðãèåé ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå L (ïðèäàííîì S). Êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå ýòîãî ïðàâèëà ñâÿçàíî ñòåì, ÷òî á�îëüøåìó çíà÷åíèþ L ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèå ðàññòî-ÿíèÿ ýëåêòðîíîâ îò ÿäðà è ïîòîìó áîëåå ñëàáîå êóëîíîâñêîåîòòàëêèâàíèå ýëåêòðîíîâ.3. Ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ òåì íèæå, ÷åì ìåíüøå J äëÿ îáîëî÷êè,çàïîëíåííîé íå áîëåå ÷åì íàïîëîâèíó (ïðè äàííûõ S è L), ò. å.äëÿ îáîëî÷êè ñ ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ < (2l + 1). Â òàêîé îáîëî÷-êå ýíåðãèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì J , ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåìðîñòà ýíåðãèè ïðè óâåëè÷åíèè j äëÿ îäíîãî ýëåêòðîíà.Äëÿ îáîëî÷êè, çàïîëíåííîé íàïîëîâèíó èëè áîëåå ÷åì íàïî-ëîâèíó (ïðè äàííûõ S è L), ò. å. äëÿ îáîëî÷êè ñ ÷èñëîì ýëåêòðî-íîâ ≥ (2l + 1), ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ òåì íèæå, ÷åì áîëüøå J . Ýòîñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ äûðêè çíàê ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìî-äåéñòâèÿ îáðàòíûé. Ïîýòîìó åñëè îáîëî÷êà çàïîëíåíà áîëüøå÷åì íàïîëîâèíó, òî ýíåðãèÿ ñ ðîñòîì J ïàäàåò. (Êñòàòè, îòñþäàÿñíî, ÷òî äëÿ îáîëî÷êè, çàïîëíåííîé ðîâíî íàïîëîâèíó, ñïèí-îðáèòàëüíîå ðàñùåïëåíèå â ïåðâîì ïîðÿäêå îòñóòñòâóåò.)Ïîñëåäíåå ïðàâèëî Õóíäà ñâÿçàíî ñ ó÷åòîì ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Óñðåäíÿÿ âîçìóùåíèå (57.1)ïî ñîñòîÿíèÿì ñ îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè S è L, ìû ïîëó-÷èì îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ â âèäå

〈LS| V̂ls |LS〉 = ALS L̂Ŝ ,



216 �ëàâà IX. ÀÒÎÌãäå ïîñòîÿííàÿ ALS ≷ 0 äëÿ ýëåêòðîííîé îáîëî÷êè, çàïîëíåí-íîé ìåíåå (áîëåå) ÷åì íàïîëîâèíó. Òîíêóþ ñòðóêòóðó óðîâíåéíàéäåì, èñïîëüçóÿ òåîðèþ âîçìóùåíèé, ïðè÷åì â êà÷åñòâå âîë-íîâûõ �óíêöèé íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî âçÿòü ñîñòîÿíèÿñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì ïîëíîãî ìîìåíòà J :

ESLJ = ESL + ALS 〈LSJ | L̂Ŝ |LSJ〉 =

= ESL + ALS
1

2
[J(J + 1) − L(L + 1) − S(S + 1)] .�àññìîòðèì ïðèìåð àòîìà ãåëèÿ. Åãî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå 1s2ñèììåòðè÷íî ïî êîîðäèíàòàì. Ïîýòîìó îíî, â ñèëó ïðèíöèïàÏàóëè, àíòèñèììåòðè÷íî ïî ñïèíàì, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ñèíãëåòîì

1S0. Â ïåðâîé âîçáóæäåííîé êîí�èãóðàöèè 1s2s òðèïëåòíîåîðòîñîñòîÿíèå 3S1 ëåæèò íèæå ñèíãëåòíîãî ïàðàñîñòîÿíèÿ 1S0.Äåéñòâèòåëüíî, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ 3S1 ñèììåòðè÷íà ïî ñïèíàì,è ïîýòîìó àíòèñèììåòðè÷íà ïî êîîðäèíàòàì, ÷òî óìåíüøàåòêóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå ýëåêòðîíîâ. Âî âòîðîì âîçáóæäåí-íîì ñîñòîÿíèè 1s2p ñíîâà òðèïëåòíîå ñîñòîÿíèå 3P ëåæèò íèæåñèíãëåòíîãî 1P 1 ïî òîé æå ïðè÷èíå.

1s2p







1P1

3P0
3P1
3P2

1s2s

{
1S0
3S1

1s2 { 1S0Ñõåìà óðîâíåé àòîìà ãåëèÿ

� 59. Àòîìíûå òåðìû 217Íåîáû÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðîâíåé òîíêîé ñòðóêòóðû
3P 2, 3P 1, 3P 0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ðåëÿòèâèñòñêèõ ý�-�åêòîâ, òàêèõ êàê ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå è ñïèí-ñïèíîâîå âçàèìîäåéñòâèå (ñîîòâåòñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèþìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ýëåêòðîíîâ).59.2. Ñëó÷àé jj-ñâÿçè�àññìîòðèì òåïåðü ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé, êîãäà ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ñóùåñòâåííî áîëüøå îñòàòî÷íîãî,

|Vîñò| ≪ |Vðåë|. Áåç ó÷åòà Vîñò ãàìèëüòîíèàí àòîìà ñîîòâåòñòâó-åò íàáîðó íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ, êàæäûé èç êîòî-ðûõ äâèæåòñÿ â ïîòåíöèàëå
Vñàì(ra) + A(ra) l̂aŝa .Â òàêîì ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà îòäåëüíîãîýëåêòðîíà j = l± 1/2 è åãî ïðîåêöèÿ mj. Èç ñîñòîÿíèé |nljmj〉îòäåëüíûõ ýëåêòðîíîâ ñòðîèòñÿ (ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà Ïàóëè) ñî-ñòîÿíèå àòîìà ñ îïðåäåëåííûìè J è MJ . Ïî ýòèì ïîñëåäíèìñîñòîÿíèÿì è íàõîäÿòñÿ ïîïðàâêè ê ýíåðãèè àòîìà çà ñ÷åò âîç-ìóùåíèÿ Vîñò.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñëó÷àé jj-ñâÿçè â ÷èñòîì âèäå íåâñòðå÷àåòñÿ, äëÿ òÿæåëûõ àòîìîâ èìååòñÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ ñè-òóàöèÿ, êîãäà Vîñò è Vls èìåþò áëèçêèé ïîðÿäîê âåëè÷èíû.59.3. Ïðèìåð: êîí�èãóðàöèÿ p2Ñëó÷àé LS-ñâÿçè.Ïî ïðèíöèïó Ïàóëè, ñîñòîÿíèå ñ S = 1, ñèììåòðè÷íîå ïî ñïè-íîâûì ïåðåìåííûì, àíòèñèììåòðè÷íî ïî êîîðäèíàòàì è ïîýòî-ìó èìååò L = 1. Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå ñèíãëåòíûå ñîñòîÿíèÿñ S = 0 èìåþò L = 0, 2. Â ñèëó ïåðâîãî è òðåòüåãî ïðàâèë Õóí-äà òðè íèæíèõ ñîñòîÿíèÿ � ýòî 3P 0,1,2.



218 �ëàâà IX. ÀÒÎÌ×òî êàñàåòñÿ ñèíãëåòíûõ óðîâíåé 1S0 è 1D2, òî èõ ðàäè-àëüíûå âîëíîâûå �óíêöèè îäèíàêîâû (ìû ïîêà ïðåíåáðåãàåìîñòàòî÷íûì êóëîíîâûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ýëåêòðîíàìè).Ñðàâíèì ïîýòîìó èõ óãëîâûå �óíêöèè ψLM . Óãëîâàÿ �óíêöèÿ

a-ãî p-ýëåêòðîíà Y1m(n(a)) çàâèñèò îò êîìïîíåíò åäèíè÷íîãîðàäèóñ-âåêòîðà n(a) = ra/ra (ñì. � 23.3). Âîëíîâàÿ �óíêöèÿñîñòîÿíèÿ 1S0, åñòåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì

ψ00 =

√
3

4π
n(1) · n(2) .Â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ 1D2 ñîñòîÿíèé âûáåðåì, íàïðèìåð,ñîñòîÿíèå ñ Lz = +2, ýòî ïðîñòî ïðîèçâåäåíèå îäíîýëåêòðîííûõâîëíîâûõ �óíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò lz = +1:

ψ22 = Y11(n
(1)) · Y11(n

(2)) =
3

8π

(

n(1)
x + in(1)

y

)

·
(

n(2)
x + in(2)

y

)

.Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûé âêëàä â ýíåðãèþ îòòàëêèâàíèÿ ýëåê-òðîíîâ e2/|r1−r2| äàåò îáëàñòü áëèçêèõ çíà÷åíèé èõ êîîðäèíàò,êîãäà r1 ≈ r2. �àññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà êîîðäè-íàòû ýëåêòðîíîâ ñîâïàäàþò. Ïðè n(1) = n(2) îòíîøåíèå

|ψ22|2
|ψ00|2

=
3

4
(n2

x + n2
y)

2 .Äàæå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ, ðàâíîå 3/4,ìåíüøå 1. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå â D-ñîñòîÿíèè ìåíüøå, ÷åì â S.Èòàê, â LS-ñõåìå ðàñïîëîæåíèå óðîâíåé â ïîðÿäêå âîçðàñòà-íèÿ ýíåðãèè òàêîâî:

3P 0,1,2;
1D2;

1S0. (59.1)Ñëó÷àé jj-ñâÿçè.×òîáû íàéòè ðàñïîëîæåíèå óðîâíåé êîí�èãóðàöèè p2 ïðèáîëüøèõ Z, êîãäà ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ñòàíîâèò-
� 59. Àòîìíûå òåðìû 219ñÿ ñðàâíèìûì ñ îñòàòî÷íûì êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì,óäîáíî ðàññìîòðåòü ñíà÷àëà ñëó÷àé ïðåäåëüíî áîëüøîãî ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîãäà ýëåêòðîí õàðàêòåðèçóåòñÿëèøü ïîëíûì ìîìåíòîì j, ðàâíûì äëÿ p-ýëåêòðîíà 1/2 èëè 3/2.Ñîñòîÿíèå äâóõ p-ýëåêòðîíîâ áóäåì îïèñûâàòü íàáîðîì (j1 j2)J ,â êîòîðîì ïîëíûé ìîìåíò J = 0, 1, 2. Òîãäà âîçìîæíûå ñîñòî-ÿíèÿ òàêîâû:

(
1

2

1

2

)

0

;

(
1

2

3

2

)

1

,

(
1

2

3

2

)

2

;

(
3

2

3

2

)

0

,

(
3

2

3

2

)

2

. (59.2)Äåéñòâèòåëüíî, ïðè j1 = j2 = 1/2 íåëüçÿ îðãàíèçîâàòü ñîñòî-ÿíèå ñ J = 1, òàê êàê ñîñòîÿíèå ñ Jz = ±1 íåâîçìîæíî â ñè-ëó ïðèíöèïà Ïàóëè. Ïî òàêîé æå ïðè÷èíå (íåâîçìîæíî ïîëó-÷èòü Jz = ±3) ñîñòîÿíèÿ j1 = 3/2, j2 = 3/2 íå ñêëàäûâàþò-ñÿ â J = 3. Ñîñòîÿíèå (3
2

3
2) 
 Jz = +1 ìîæíî îðãàíèçîâàòüåäèíñòâåííûì îáðàçîì: èç îäíîýëåêòðîííûõ ïðîåêöèé −1/2 è

+3/2. Íî îäíî òàêîå ñîñòîÿíèå äîëæíî îòíîñèòüñÿ ê J = 2, òàê÷òî è ñîñòîÿíèå(3
2

3
2

)

1

íå îñóùåñòâëÿåòñÿ. Ïîñêîëüêó ýëåêòðîíñ á�îëüøèì j èìååò á�îëüøóþ ýíåðãèþ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüóðîâíåé â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ýíåðãèè ïðÿìî ñîîòâåòñòâóåò(2), ïðè÷åì çàïÿòûå îòäåëÿþò ñîñòîÿíèÿ ñ îäèíàêîâûìè ýíåð-ãèÿìè, à òî÷êè ñ çàïÿòûìè � ñ ðàçíûìè.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ÷èñëî ñîñòîÿíèé ñ çàäàííûì ïîëíûì ìî-ìåíòîì J îäíî è òî æå â ëþáîé ñõåìå ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ.Ñðàâíåíèå (1) ñ (2) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå, ïðîìåæóòî÷íîììåæäó LS-ñâÿçüþ è jj-ñâÿçüþ, óðîâíè ðàñïîëàãàþòñÿ â ñëåäó-þùåì ïîðÿäêå:

J = 0; J = 1; J = 2; J = 2; J = 0.Çäåñü ñîñòîÿíèÿ ñ J = 0 � îðòîãîíàëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíà-
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(
1

2

1

2

)

0

è (
3

2

3

2

)

0

.Àíàëîãè÷íî ñîñòîÿíèÿ ñ J = 2 � îðòîãîíàëüíûå ëèíåéíûå êîì-áèíàöèè 3P 2 è 1D2 èëè

(
1

2

3

2

)

2

è (
3

2

3

2

)

2

.Çàäà÷è59.1. Íàéòè âîçìîæíûå òåðìû êîí�èãóðàöèé ýëåêòðîíîâ

ns n′p; np n′p; p3; d2.59.2. Êâàíòîâàííûå êîëåáàíèÿ ïîâåðõíîñòè àòîìíîãî ÿäðàèìåþò ìîìåíò 2. Êàêèå ïîëíûå ìîìåíòû äîïóñòèìû äëÿ ñî-ñòîÿíèé, â êîòîðûõ èìåþòñÿ äâà èëè òðè òàêèõ êâàíòà? ×åìóðàâíî ïîëíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé ñèñòåìû N êâàíòîâ (ñ ó÷åòîìðàçíûõ çíà÷åíèé ïðîåêöèè ïîëíîãî ìîìåíòà)?59.3. Íàéòè òåðìû è ìàãíèòíûå ìîìåíòû îñíîâíûõ ñîñòîÿ-íèé àòîìîâ P, Cr, S, V, Al, Fe, Cl, Ti.59.4. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìîäåëü. Ïóñòü ýëåêòðîíû íà-õîäÿòñÿ â ïðèòÿãèâàþùåì êóëîíîâñêîì (èëè íüþòîíîâîì) ïîëåÿäðà, à îñòàòî÷íîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íèìè íå îòòàëêèâà-þùåå, à ïðèòÿãèâàþùåå (ãðàâèòàöèîííûé àòîì). Èçìåíÿòñÿ ëèäëÿ òàêîé ñèñòåìû ïåðâîå è âòîðîå ïðàâèëà Õóíäà?59.5∗. Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü âîäîðîäîïîäîáíûì ñïåêòð âûñîêî-âîçáóæäåííûõ (n ≫ 1) ñîñòîÿíèé âíåøíåãî ýëåêòðîíà â ìíî-ãîýëåêòðîííîì àòîìå? Ñðàâíèòü øèðèíó �ïîëîñû� ñîñòîÿíèé,èìåþùèõ äàííîå n, íî ðàçíûå l, ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó öåíòðà-ìè �ïîëîñ� n è n − 1.

� 60. Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå 221� 60. Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëåÂûáåðåì äëÿ ïîñòîÿííîãî è îäíîðîäíîãî âíåøíåãî ìàãíèò-íîãî ïîëÿ B = (0, 0, B) êàëèáðîâêó, â êîòîðîé âåêòîðíûé ïî-òåíöèàë

A =
1

2
B × r .Ýòîò ïîòåíöèàë êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì èìïóëüñà, ïðè ýòîì

p̂A = Ap̂ =
1

2
B (r × p̂) =

1

2
B ~l̂ .Â ãàìèëüòîíèàíå Ïàóëè (37.1) äëÿ îäíîãî ýëåêòðîíà âî âíåøíåììàãíèòíîì ïîëå ñëàãàåìûå, ëèíåéíûå V̂1 è êâàäðàòè÷íûå V̂2 ïîïîëþ èìåþò âèä

V̂1 = − e

2mc
(p̂A + Ap̂) − e~

2mc
σB = − e~

2mc
(̂l + σ)B ,

V2 =
e2

2mc2
A2 =

e2

8mc2
[r × B]2 .Äëÿ ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåìýëåêòðîíàì ïîëó÷àåì

V̂1 = − e~

2mc

∑

a

(̂la + σa)B = µB (L̂ + 2Ŝ)B = µB (Ĵ + Ŝ)B ,

V̂2 =
e2

8mc2

∑

a

[ra × B]2 ,ãäå L̂, Ŝ, Ĵ � ñóììàðíûé îðáèòàëüíûé, ñïèíîâûé è ïîëíûéìîìåíòû àòîìà.�àññìîòðèì ïîïðàâêè ê ýíåðãèè àòîìà, ëèíåéíûå ïî ïîëþ.Â ñëàáîì âíåøíåì ïîëå â êà÷åñòâå íåâîçìóùåííûõ ñîñòîÿíèéìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìèîïåðàòîðîâ Ŝ2, L̂2, Ĵ2 è Ĵz, ðàâíûìè S(S+1), L(L+1), J(J +1)è MJ . Òîãäà ïîïðàâêà ê ýíåðãèè àòîìà ðàâíà (ñì. � 27)

∆E = 〈SLJMJ | V̂1 |SLJMJ〉 = µB g MJB,
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g = 1 +
J(J + 1) − L(L + 1) + S(S + 1)

2J(J + 1)� �àêòîð Ëàíäå. Ýòî òàê íàçûâàåìûé àíîìàëüíûé ý��åêò Çå-åìàíà.

p3/2







mj = +3/2,

mj = +1/2,

mj = −1/2,

mj = −3/2,

p1/2

{
mj = +1/2,

mj = −1/2,Àíîìàëüíûé ý��åêò Çååìàíà äëÿ îäíîãî p-ýëåêòðîíàÂ ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü òîíêîé ñòðóê-òóðîé óðîâíåé è â êà÷åñòâå íåâîçìóùåííûõ ñîñòîÿíèé ìîæíîèñïîëüçîâàòü ñîñòîÿíèÿ ñ îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòî-ðîâ Ŝ2, Ŝz, L̂2 è L̂z, ðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî S(S + 1), MS,

L(L + 1) è ML. Òîãäà

∆E = 〈SMSLML| V̂1 |SMSLML〉 = µB (ML + 2MS)B.Ýòî òàê íàçûâàåìûé íîðìàëüíûé ý��åêò Çååìàíà.

ml = +1, ms = +1/2

ml = 0, ms = +1/2

ml = ±1, ms = ∓1/2

ml = 0, ms = −1/2

ml = −1, ms = −1/2Íîðìàëüíûé ý��åêò Çååìàíà äëÿ îäíîãî p-ýëåêòðîíàÂ ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè, êîãäà ýíåðãèÿ âçàèìîäåé-ñòâèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñ ïîëåì ñðàâíèâàåòñÿ ñî ñïèí-îðáèòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, ýòè äâà âçàèìîäåéñòâèÿ íóæíî
� 61. Ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà (ÑÒÑ) 223ó÷èòûâàòü îäíîâðåìåííî. Ýòî òàê íàçûâàåìûé ý��åêò Ïàøå-íà � Áàêà. Ïîðÿäîê âåëè÷èíû êðèòè÷åñêîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Bc ∼ 104 �ñ.Ïðè L = S = 0 ðàáîòàåò ëèøü êâàäðàòè÷íîå ïî ïîëþ ñëàãà-åìîå V̂2. Ïîïðàâêà ê ýíåðãèè àòîìà ïîëîæèòåëüíà è ñâîäèòñÿ ñó÷åòîì ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèè çàäà÷è (L = 0) ê
∆E =

e2B2

12mc2

∑

a

〈
r2
a

〉
.Â ýòîì ñëó÷àå ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü àòîìà

χ = − ∂2∆E

∂B2
= − e2

6mc2

∑

a

〈
r2
a

〉

îòðèöàòåëüíà, àòîì âåäåò ñåáÿ êàê äèàìàãíåòèê.Åñëè J = 0, íî L = S 6= 0, òî èç-çà ìàëûõ èíòåðâàëîâ òîíêîéñòðóêòóðû äîìèíèðóåò ïîïðàâêà âòîðîãî ïîðÿäêà ïî V̂1. Ýòàïîïðàâêà ê ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îòðèöàòåëüíà, òàê ÷òîâîçíèêàåò ñâîåîáðàçíûé ïàðàìàãíåòèçì àòîìà â îòñóòñòâèå èñ-õîäíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà.Çàäà÷à60.1. Îïðåäåëèòü ðàñùåïëåíèÿ òåðìà ñ S = 1/2 â ý��åêòåÏàøåíà � Áàêà.� 61. Ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà (ÑÒÑ)ÑÒÑ îáóñëîâëåíà âçàèìîäåéñòâèåì ìàãíèòíîãî ìîìåíòàýëåêòðîíà, îðáèòàëüíîãî è ñïèíîâîãî, ñ ìàãíèòíûì ìîìåíòîìÿäðà. Çàìåòíî ìåíüøèé âêëàä â ÑÒÑ äàþò âûñøèå ìóëüòèïîëü-íûå ìîìåíòû ÿäðà � ýëåêòðè÷åñêèé êâàäðóïîëüíûé è ìàãíèò-íûé îêòóïîëüíûé.



224 �ëàâà IX. ÀÒÎÌ�ðóáàÿ îöåíêà ïîïðàâêè ê ýíåðãèè çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ:

EÑÒÑ ∼
〈µeµp

r3

〉

∼ e~

2mc

e~

mpc

1

a3
B

∼ α2 m

mp
Ry.Ïåðâûé ìíîæèòåëü, α2, îòðàæàåò ðåëÿòèâèñòñêóþ ïðèðîäó ý�-�åêòà; îòíîøåíèå ìàññ ýëåêòðîíà è ïðîòîíà, m/mp, � ýòî îöåí-êà îòíîøåíèÿ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ÿäðà è ýëåêòðîíà.Ïðè ðàñ÷åòå ÑÒÑ äëÿ îäíîãî ýëåêòðîíà èñïîëüçóåì âçàèìî-äåéñòâèå

V̂ = − e

2mc
(p̂Â + Âp̂ + ~σB̂),ñëåäóþùåå èç óðàâíåíèÿ Ïàóëè (37.1). Çäåñü

Â =
µ̂ × r

r3
= ∇1

r
× µ̂� âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé ìàãíèòíûì ìîìåíòîìÿäðà µ̂. Ýòîò ïîòåíöèàë êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì èìïóëüñà,òàê ÷òî

p̂A = Ap̂ =
µ̂

r3
(r × p̂) =

µ̂ ~l̂

r3
.Ìàãíèòíîå ïîëå ÿäðà ðàâíî12

B̂ = ∇× Â =
3n(nµ̂) − µ̂

r3
+

8π

3
µ̂ δ(r), n =

r

r
.Â èòîãå âçàèìîäåéñòâèå ñâîäèòñÿ ê âèäó

V̂ = − e~

2mc

[

2µ̂l̂

r3
+

3(nσ)(nµ̂) − σµ̂

r3
+

8π

3
µ̂σ δ(r)

]

.12Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåì, ÷òî

∇i∇k
1

r
=

3xixk

r5
− δik

r3
− 4π

3
δik δ(r) .

� 61. Ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà (ÑÒÑ) 225�àññìîòðèì ïîïðàâêó ê ýíåðãèè s-ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäàñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n. Äëÿ àòîìà âîäîðîäà îïåðàòîð
µ̂ � ìàãíèòíûé ìîìåíò ïðîòîíà:

µ̂ = 2, 79 · |e|~
2mpc

σp ,ãäå (1/2) σp � ñïèí ïðîòîíà. Îáñóæäàåìàÿ ïîïðàâêà îïðåäåëÿ-åòñÿ òîëüêî ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â îïåðàòîðå V̂ è ðàâíà

EÑÒÑ =
|e|~
2mc

8π

3
|ψn00(0)|2 〈µ̂σ〉èëè (ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî |ψn00(0)|2 = 1/

(
πa3

Bn3
) � ñì. � 51)

EÑÒÑ =
|e|~
2mc

8π

3

1

πa3
Bn3

2, 79
|e|~
2mpc

〈σσp〉 .Çäåñü
〈σσp〉 = 2F (F + 1) − 3 ,ãäå F̂ = 1

2(σ + σp) � ïîëíûé ìîìåíò àòîìà. Ñâåðõòîíêîå ðàñ-ùåïëåíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà, ò. å. ðàçíîñòüýíåðãèé ñîñòîÿíèé ñ F = 1 è F = 0, îêàçûâàåòñÿ, òàêèì îáðà-çîì, ðàâíûì
∆EÑÒÑ ≡ EÑÒÑ(F = 1) − EÑÒÑ(F = 0) = 2, 79 · 16

3
α2 m

mp
Ry .×èñëåííî ýòî ñîñòàâëÿåò ∆EÑÒÑ/(2π~) = 1420 Ì�ö, ÷òî ñî-îòâåòñòâóåò äëèíå âîëíû èçëó÷åíèÿ, ðàâíîé 21 ñì. Èìåííî íàýòîé âîëíå, îòâå÷àþùåé óíèâåðñàëüíîìó èçëó÷åíèþ ìåæçâåçä-íîãî âîäîðîäà, èñêàëè ñèãíàëû îò âíåçåìíûõ öèâèëèçàöèé.Îöåíèì çàâèñèìîñòü ÑÒÑ îò Z â ñëîæíûõ àòîìàõ, ñðàâíèâ ååñ òîíêîé ñòðóêòóðîé. Êàê áûëî ïîêàçàíî â � 57, òîíêàÿ ñòðóê-òóðà èìååò ïîðÿäîê Z2α2 Ry. Íî ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåé-ñòâèå îáóñëîâëåíî ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ÿäðà, êîòîðîå ïðîïîð-öèîíàëüíî Z, à ÑÒÑ � ìàãíèòíûì ïîëåì ÿäðà, êîòîðîå îò Z



226 �ëàâà IX. ÀÒÎÌíå çàâèñèò. Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà äëÿ ÑÒÑ ñîñòàâëÿåò

Zα2 m

mp
Ry .Çàäà÷è61.1. Íàéòè ÑÒÑ äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà,âû÷èñëÿÿ íåïîñðåäñòâåííî B(0) � ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîåýëåêòðîíîì â îáëàñòè ÿäðà.61.2. Ñðàâíèòü ÑÒÑ âîäîðîäà è äåéòåðèÿ.61.3. Íàéòè ðàñùåïëåíèå óðîâíåé ñ n = 1 äëÿ àòîìà âîäî-ðîäà â ìàãíèòíîì ïîëå, åñëè ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëåìñðàâíèìà ñ èíòåðâàëàìè ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðû. Îöåíèòü íåîá-õîäèìóþ äëÿ ýòîãî íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ.61.4. Òåðì D5/2 â îïòè÷åñêîì ñïåêòðå 39

19K èìååò ñâåðõòîíêóþñòðóêòóðó, ñîñòîÿùóþ èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíò. Êàêîâî çíà÷åíèåñïèíà ÿäðà? Êàêîå ñëåäóåò îæèäàòü ñîîòíîøåíèå èíòåðâàëîâ âñâåðõòîíêîì êâàäðóïëåòå?� 62. Èçîòîïè÷åñêèé ñäâèãÈçîòîïàìè íàçûâàþòñÿ àòîìû ñ îäíèì è òåì æå çàðÿäîì ÿäðà
Ze, íî ðàçëè÷íûìè ìàññàìè M ≈ A mp è

M + ∆M ≈ (A + ∆A) mp ,ãäå ìàññîâîå ÷èñëî A ðàâíî ÷èñëó ïðîòîíîâ è íåéòðîíîâ â ÿä-ðå, à mp � ìàññà ïðîòîíà. Èçîòîïè÷åñêîå ñìåùåíèå óðîâíåéñâÿçàíî ñ ðàçíîñòüþ ìàññ èçîòîïîâ è ñ ðàçëè÷íûìè ðàçìåðàìèÿäåð-èçîòîïîâÝ��åêò ìàññû îáóñëîâëåí èçìåíåíèåì ìàññû ÿäðà M îò èçî-òîïà ê èçîòîïó. Â âîäîðîäå ïðèâåäåííàÿ ìàññà ðàâíà
µ =

mM

m + M
≈ m

(

1 − m

M

)

.

� 62. Èçîòîïè÷åñêèé ñäâèã 227Ïîýòîìó óðîâíè ýíåðãèè

En =
(

1 − m

M

)

E0
n , E0

n = −Ry
n2äëÿ âîäîðîäà è äåéòåðèÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷àþòñÿ:

∆En = En(D) − En(H) =

(
m

2mp
− m

mp

)

E0
n = − m

2mp
E0

n .Ñîîòâåòñòâåííî èçìåíÿåòñÿ ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ ïðè ïåðåõîäå ñóðîâíÿ Ei íà óðîâåíü Ef :
δω = − m

2mp
ω , ω =

E0
i − E0

f

~
,îòíîñèòåëüíàÿ èçìåíåíèå ÷àñòîòû ñîñòàâëÿåò

|δω|
ω

=
m

2mp
≈ 2 · 10−4 ,Â ìíîãîýëåêòðîííûõ àòîìàõ ý��åêò ìàññû ñâÿçàí ñ êèíåòè-÷åñêîé ýíåðãèåé ÿäðà K̂ = P̂2/(2M). Èìïóëüñ ÿäðà P̂ ðàâåí ñîáðàòíûì çíàêîì ñóììå èìïóëüñîâ ýëåêòðîíîâ: P̂ = −

∑

a p̂a,ïîýòîìó
P̂2 =

∑

a

p̂2
a +

∑

a 6=b

p̂ap̂b .Èçîòîïè÷åñêèé ñäâèã ñîñòàâëÿåò

∆EM = −∆M

2M 2
〈P̂2〉 = −∆A

A2

m

mp

〈

K̂1 + K̂2

〉

,ãäå

K̂1 =
1

2m

∑

a

p̂2
a , K̂2 =

1

2m

∑

a 6=b

p̂ap̂b .Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ àòîìà 〈

K̂1

〉 ïî òåîðåìå î âèðèàëå ðàâ-íà ñ îáðàòíûì çíàêîì ýíåðãèè àòîìà 〈

K̂1

〉

= −E0
n, âåëè÷èíà
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〈

K̂2

〉 îáû÷íî ìåíüøå èëè ïîðÿäêà 〈

K̂1

〉. Â èòîãå äëÿ îáû÷íûõîïòè÷åñêèõ ïåðåõîäîâ ïîëó÷àåì îöåíêó:

∣
∣
∣
∣

δω

ω

∣
∣
∣
∣
M

∼ ∆A

A2

m

mp
.Ý��åêò îáú¼ìà îáóñëîâëåí èçìåíåíèåì ðàäèóñà ÿäðà R îòèçîòîïà ê èçîòîïó:

R ≈ A1/3r0, r0 = 1, 2 · 10−13 ñì .Ýòî ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâóþùåìó èçìåíåíèþ ýëåêòðîñòàòè÷å-ñêîãî ïîòåíöèàëà ÿäðà. Èñòèííàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçà-èìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ ÿäðîì èìååò âèä

U(r) = −Ze2

r
+ δU(r)è îòëè÷àåòñÿ îò êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà âåëè÷èíó

δU(r) ∼ Ze2/R ïðè r < R; ïðè r > R èñêàæåíèå êóëîíîâ-ñêîãî ïîòåíöèàëà îòñóòñòâóåò è δU(r) = 0. Âîçìóùåíèå δU(r)ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó ñäâèãó óðîâíåé òîëüêî äëÿ s-ýëåêòðîíîâ,äëÿ êîòîðûõ

∆Ens =

∫

δU(r)|ψns(r)|2 d3r ∼ Ze2

R
|ψns(0)|2 R3 .�àñ÷åò (ñì.: [1℄, � 120) äàåò ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü ñîîòâåò-ñòâóþùåé ïîïðàâêè ê ýíåðãèè s-ýëåêòðîíà îò ðàäèóñà ÿäðà Rïðè îäíîðîäíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà âíóòðè ÿäðà:

2π

5
Ze2R2|ψns(0)|2 .Ñ ó÷åòîì îöåíêè äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè |ψns(0)|2 ∼ Z/a3

B (ñì.:[1℄, � 71) ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ ðàçíîñòè óðîâíåé:
∆EV ∼ ∆A · A−1/3Z2

(
r0

aB

)2

Ry .

� 62. Èçîòîïè÷åñêèé ñäâèã 229Îòíîøåíèå ý��åêòà îáú¼ìà ê ý��åêòó ìàññû òàêîâî:
∆ωV

∆ωM
∼ Z2A5/3mp

m

(
r0

aB

)2

∼ 10−6Z11/3 ,íàïîìíèì, ÷òî A ≈ 2Z. Íà÷èíàÿ ñ Z ∼ 40 ý��åêò îáú¼ìàîáû÷íî äîìèíèðóåò.Èññëåäîâàíèå èçîòîïè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ óðîâíåé â òÿæ¼ëûõàòîìàõ è ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðû � èñòî÷íèê öåííîé èí�îðìà-öèè î ñâîéñòâàõ àòîìíûõ ÿäåð.
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� 63. Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèéÏóñòü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû èìååò âèä

Ĥ = Ĥ0 + V̂ (t),ãäå äëÿ íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0 èçâåñòíû åãî ñîá-ñòâåííûå �óíêöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé

Ψ0
n(x, t) = ψ0

n(x) e−iE0
nt/~è ñîîòâåòñòâóþùèå ýíåðãèè E0

n:

Ĥ0ψ
0
n(x) = E0

nψ
0
n(x) ,à V̂ (t) � ìàëîå âîçìóùåíèå, çàâèñÿùåå îò âðåìåíè. Ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî âîçìóùåíèå âêëþ÷àåòñÿ â íà÷àëå ïðîöåññà(V̂ (t) → 0 ïðè t → −∞). Ìû ðàññìîòðèì ïåðåõîäû ïîä äåé-ñòâèåì ýòîãî âîçìóùåíèÿ äëÿ äâóõ âàðèàòíîâ ïîâåäåíèÿ V̂ (t)ïðè t → +∞.63.1. Âîçìóùåíèå, äåéñòâóþùåå â òå÷åíèå êîíå÷íîãî âðåìåíè�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà V̂ (t) � ìàëîå âîçìóùåíèå, âêëþ÷à-þùååñÿ â íà÷àëå è âûêëþ÷àþùååñÿ â êîíöå ïðîöåññà: V̂ (t) → 0ïðè t → ∓∞. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ñîñòîÿíèÿ

� 63. Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé 231
Ψ0

i (x, t) ïðè t → −∞ â ñîñòîÿíèå Ψ0
f(x, t) ïðè t → +∞, ïðåä-ïîëàãàÿ âíà÷àëå, ÷òî ýòè ñîñòîÿíèÿ ïðèíàäëåæàò äèñêðåòíîìóñïåêòðó è íå ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè.Ïóñòü Ψ(x, t) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà

i~
∂Ψ(x, t)

∂t
= ĤΨ(x, t) ,ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Ψ(x, t) → Ψ0

i (x, t) ïðè t → −∞, òîãäàèñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà åñòü
Wi→f = |afi(+∞)|2 , afi(t) =

〈
Ψ0

f(x, t)|Ψ(x, t)
〉

.×òîáû íàéòè �óíêöèþ Ψ(x, t), ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó13

Ψ(x, t) = e−iĤ0t/~ Φ(x, t) ,òîãäà äëÿ �óíêöèè Φ(x, t) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

i~
∂Φ(x, t)

∂t
= V̂I(t) Φ(x, t) , V̂I(t) = eiĤ0t/~ V̂ (t) e−iĤ0t/~ . (63.1)Ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò â ïðàâîé ÷àñòè òîëüêî ìàëîå âîçìó-ùåíèå V̂I(t) (áåç îñíîâíîãî îïåðàòîðà Ĥ0, âõîäÿùåãî â ïðàâóþ÷àñòü óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà) è ïîòîìó óäîáíî äëÿ ïîñòðîåíèÿïîñëåäîâàòåëüíîé òåîðèè âîçìóùåíèé.Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå òåîðèè âîçìóùåíèéÂ êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóåì íåâîçìóù¼í-íóþ âîëíîâóþ �óíêöèþ

Φ0(x, t) = eiĤ0t/~ Ψ0
i (x, t) = ψ0

i (x) ,13Ýòà çàìåíà îòâå÷àåò òàê íàçûâàåìîìó ïðåäñòàâëåíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ,âåñüìà ïîëåçíîìó â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ïðè V̂ (t) → 0 ïðåäñòàâëåíèåâçàèìîäåéñòâèÿ ñîâïàäàåò ñ ãàéçåíáåðãîâñêèì ïðåäñòàâëåíèåì.



232 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅòîãäà ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîé�óíêöèè â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) è âûïîëíåíèè èíòåãðè-ðîâàíèÿ:

Φ1(x, t) =
1

i~

∫ t

−∞
dt1 V̂I(t1) ψ0

i (x) .Â èòîãå 
 òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíîìû ïîëó÷èì âîëíîâóþ �óíêöèþ

Ψ(x, t) = Ψ0
i (x, t) − i

~
e−iĤ0t/~

∫ t

−∞
dt1 V̂I(t1) ψ0

i (x)è àìïëèòóäó ïåðåõîäà (ïðè ψ0
f(x) 6= ψ0

i (x))

afi(t) = − i

~

∫ t

−∞
Vfi(t1) eiωfit1 dt1 , ωfi =

E0
f − E0

i

~
, (63.2)ãäå

Vfi(t) =
〈

ψ0
f(x)| V̂ (t) |ψ0

i (x)
〉åñòü çàâèñÿùèé îò âðåìåíè ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà âîç-ìóùåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

Wi→f =

∣
∣
∣
∣

1

~

∫ +∞

−∞
Vfi(t) eiωfit dt

∣
∣
∣
∣

2

. (63.3)Åñëè êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ïðèíàäëåæèò íåïðåðûâíîìó ñïåê-òðó ñ âîëíîâûìè �óíêöèÿìè, íîðìèðîâàííûìè íà δ-�óíêöèþ�ïî øêàëå� νf , òî ïîëó÷åííûé îòâåò íàäî óìíîæèòü íà ÷èñëîêîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé ñ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè îò νf äî νf + dνf ,ïðè ýòîì äè��åðåíöèàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà åñòü
dWi→f =

∣
∣
∣
∣

1

~

∫ +∞

−∞
Vfi(t) eiωfit dt

∣
∣
∣
∣

2

dνf . (63.4)Íàéäåííàÿ íàìè âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà îïðåäåëÿåòñÿ êîìïî-íåíòîé Ôóðüå ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ íà
� 63. Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé 233÷àñòîòå ïåðåõîäà ωfi. Åñëè âîçìóùåíèå âêëþ÷àåòñÿ è âûêëþ÷à-åòñÿ î÷åíü ïëàâíî, òàê ÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿ τ ≫ 1/ωfi (òàêíàçûâàåìûé ñëó÷àé àäèàáàòè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ), òî âåðîÿò-íîñòü ïåðåõîäà îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ìàëîé (ñì. ïðèìåð íèæå).Âòîðîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèéÂòîðîé ïîðÿäîê ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè ïîäñòàíîâêå â ïðà-âóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) âîëíîâîé �óíêöèè ïåðâîãî ïðèáëèæå-íèÿ Φ1(x, t), ÷òî ïðèâîäèò ê âîëíîâîé �óíêöèè

Φ2(x, t) =
1

i~

∫ t

−∞
dt1 V̂I(t1) Φ1(x, t1) =

=
1

(i~)2

∫ t

−∞
dt1 V̂I(t1)

∫ t1

−∞
dt2 V̂I(t2) ψ0

i (x)è àìïëèòóäå ïåðåõîäà
a2

fi(t) =

(

− i

~

)2 ∫ t

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2

〈

ψ0
f(x)

∣
∣
∣V̂I(t1) V̂I(t2)

∣
∣
∣ ψ0

i (x)
〉

.Ìåæäó îïåðàòîðàìè V̂I(t1) è V̂I(t2) ïðîëîæèì ïîëíûé íàáîðïðîìåæóòî÷íûõ ñîñòîÿíèé

1 =
∑

n

|ψ0
n(x) 〉

〈
ψ0

n(x) |è ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

a2
fi(t) =

(

− i

~

)2 ∫ t

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2

∑

n

Vfn(t1) Vni(t2)e
i(ωfnt1+ωnit2).

(63.5)Ýòîò îòâåò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàêèì îáðàçîì: âî âòîðîìïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïåðåõîä èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿâ êîíå÷íîå ïðîèñõîäèò ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íûå ñîñòîÿíèÿ

∣
∣ψ0

i

〉
→

∣
∣ψ0

n

〉
→

∣
∣ψ0

f

〉
.



234 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅ�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð

V̂ (t) = V̂ e−iωt+λt ,ãäå λ � ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, à exp(λt) ìîäåëèðóåòèñ÷åçíîâåíèå âîçìóùåíèÿ ïðè t → −∞. Â ýòîì ñëó÷àå èíòå-ãðàë ïî t2 ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ è àìïëèòóäà ïåðåõîäà

a2
fi(t) = − i

~

∫ t

−∞
Mfi(t1) eiωfit1 dt1 , (63.6)

Mfi(t) =
∑

n

Vfn(t1) Vni(t1)

E0
i − E0

n + ~ωèìååò òàêîé æå âèä êàê è àìïëèòóäà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè(ñì. (2)) ñ çàìåíîé Vfi(t1) → Mfi(t1).Ïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå�àññìîòðèì ïåðåõîäû ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ïîëÿ, êîòîðîåâ òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè T ≫ 1/ωfi èçìåíÿòñÿ ïî ãàðìî-íè÷åñêîìó çàêîíó:

V̂ (t) = F̂ e−iωt + F̂+ eiωt (63.7)ïðè |t| < T/2, è âûêëþ÷àåòñÿ âíå ýòîãî èíòåðâàëà: V̂ (t) = 0ïðè |t| > T/2. Çäåñü F̂ � íå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè îïåðàòîð,êîòîðûé, îäíàêî, ìîæåò çàâèñåòü îò êîîðäèíàò, èìïóëüñîâ èò. ä. Ïðè òàêèõ ïåðåõîäàõ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðîèñõîäèòëèáî ïîãëîùåíèå êâàíòà ïîëÿ ~ω, òàê ÷òî êîíå÷íàÿ ýíåðãèÿ
E0

f = E0
i +~ω, ëèáî èñïóñêàíèå êâàíòà, ïðè ýòîì E0

f = E0
i −~ω.Âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç ýòèõ ïåðåõîäîâ îêàçûâàåòñÿ ïðîïîð-öèîíàëüíà âðåìåíè T , è ïîýòîìó óäîáíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿâåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè:

dwi→f ≡ dWi→f

T
. (63.8)

� 63. Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé 235Ïîëåçíî ïðî÷èòàòü äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ýòîãî ñëó÷àÿ â Ëåê-öèè 27 èç [4℄. Ìû ïðèâåäåì çäåñü òîëüêî êðàòêèé âûâîä îñíîâ-íûõ �îðìóë.Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (1), íàéäåì àìïëèòóäû ïåðåõîäà
afi(∞) = − i

~
Ffi I− − i

~
F+

fi I+ , (63.9)ãäå

I± =

∫ T/2

−T/2

ei(ωfi±ω)t dt → 2π δ(ωfi ± ω) ïðè T → ∞ .Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (9) ñîîòâåòñòâóåò ïîãëîùåíèþ êâàíòà ~ω,âåðîÿòíîñòü òàêîãî ïðîöåññà ïðîïîðöèîíàëüíà I2
−, ÷òî ìîæíîòðàêòîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

I2
− = 2π δ(ωfi − ω)

∫ T/2

−T/2

ei(ωfi−ω)t dt = 2π δ(ωfi − ω) T .Â èòîãå âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ψ0
i → ψ0

f â åäèíèöó âðåìåíè ñïîãëîùåíèåì êâàíòà ~ω ðàâíà

dwïîã
i→f =

2π

~2
|Ffi|2 δ(ωfi −ω) dνf =

2π

~
|Ffi|2 δ(E0

f −E0
i −~ω) dνf .

(63.10)Àíàëîãè÷íî âòîðîå ñëàãàåìîå â (9) ñîîòâåòñòâóåò èñïóñêàíèþêâàíòà ~ω, âåðîÿòíîñòü (â åäèíèöó âðåìåíè) òàêîãî ïðîöåññàðàâíà

dwèñï

i→f =
2π

~
|F+

fi|2 δ(E0
f − E0

i + ~ω) dνf . (63.11)Ïåðåõîäû â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî âîçìóùåíèÿÈñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå �îðìóëû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà â ïðå-äåëüíîì ñëó÷àå ω → 0, ìîæíî íàéòè âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà (â



236 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅåäèíèöó âðåìåíè) â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå ïîä äåéñòâèåì ïî-ñòîÿííîãî (íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè) âîçìóùåíèÿ. Â ïåðâîìïîðÿäêå ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà

dwi→f =
2π

~
|Vfi|2 δ(E0

f − E0
i ) dνf . (45.12)Åñëè ìàòðè÷íûé ýëåìåíò Vfi ðàâåí íóëþ èëè î÷åíü ìàë, òîíåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âòîðîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé(ñì. �îðìóëó (6)), ÷òî äà¼ò

dwi→f =
2π

~
|Mfi|2 δ(E0

f − E0
i ) dνf , Mfi =

∑

n

VfnVni

E0
i − E0

n

.

(63.13)63. 2. Âîçìóùåíèå V̂ (t), êîíå÷íîå ïðè t → +∞�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà V̂ (t) � ìàëîå âîçìóùåíèå,âêëþ÷àþùååñÿ â íà÷àëå ïðîöåññà, V̂ (t) → 0 ïðè t → −∞, èîñòàþùååñÿ êîíå÷íûì â êîíöå ïðîöåññà:

V̂ (t) → V̂ (∞) 6= 0 ïðè t → +∞ .Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî îïðåäåëÿòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäàèç íà÷àëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ Ψ0
i (x, t), ïðèíàäëåæà-ùåãî äèñêðåòíîìó ñïåêòðó ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0, â êîíå÷íîå ñòà-öèîíàðíîå ñîñòîÿíèå Ψ′

f(x, t), ïðèíàäëåæàùåå ãàìèëüòîíèàíó
Ĥ ′ = Ĥ0 + V̂ (∞). Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ýòî êîíå÷íîå ñîñòîÿ-íèå èìååò ýíåðãèþ

E ′
f = E0

f +
〈

ψ0
f(x)| V̂ (∞) |ψ0

f(x)
〉

,à åãî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ðàâíà

Ψ′
f(x, t) =



ψ0
f(x) +

∑

n 6=f

Vnf(∞)

E0
n − E0

f

ψ0
n(x)



 e−iE′
f t/~ .

� 63. Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé 237Ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, íàéäåì àìïëèòóäóïåðåõîäà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè:
afi(t) =

V ∗
if(∞)

E0
i − E0

f

eiωfit/~ − i

~

∫ t

−∞
Vfi(t) eiωfit dt .Ïðîâîäÿ äàëåå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

V ∗
if(∞) = Vfi(∞), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî àìïëèòóäó ïåðåõîäà

afi(t) =
1

~ωfi

∫ t

−∞

∂Vfi(t)

∂t
eiωfit dtè âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà

Wi→f =

∣
∣
∣
∣

1

~ωfi

∫ +∞

−∞

∂Vfi(t)

∂t
eiωfit dt

∣
∣
∣
∣

2

. (63.14)�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âîçìóùåíèå âêëþ÷àåòñÿ â ìîìåíòâðåìåíè t0 î÷åíü áûñòðî, òàê ÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿ âêëþ÷å-íèÿ τ ≪ 1/ωfi (òàê íàçûâàåìîå âíåçàïíîå âîçìóùåíèå). Â ýòîìñëó÷àå â èíòåãðàëå (14) ìåäëåííî èçìåíÿþùóþñÿ �óíêöèþ

exp(iωfit) ìîæíî âûíåñòè èç-ïîä çíàêà èíòåãðàëà â âèäå ìíî-æèòåëÿ exp(iωfit0) è ïîëó÷èòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â âèäå

Wi→f =

∣
∣
∣
∣

Vfi(∞)

~ωfi

∣
∣
∣
∣

2

. (63.15)63.3. Ïðèìåð: âîçáóæäåíèå àòîìà âîäîðîäà ïðîëåòàþùèìèîíîìÈîí ñ÷èòàåòñÿ íàñòîëüêî òÿæ¼ëûì, ÷òî òðàåêòîðèÿ åãî R(t)ïðÿìîëèíåéíà, çàðÿä èîíà Ze. Âîçìóùåíèå V (t) ñêëàäûâàåòñÿèç âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýëåêòðîíîì è ñ ÿäðîì:

V (t) = − Ze2

|R(t) − re|
+

Ze2

|R(t) − rp|
, R(t) = ρ + vt = (vt, ρ, 0) .



238 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅÎòíîñèòåëüíî ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà ρ ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíìíîãî áîëüøå áîðîâñêîãî ðàäèóñà: ρ ≫ aB. Òîãäà

V (t) = −Ze2Rr

R3
= −Ze2 xvt + yρ

(ρ2 + v2t2)3/2
,ãäå r = re − rp � îáû÷íàÿ àòîìíàÿ êîîðäèíàòà. Ïî ïðàâè-ëàì îòáîðà, ýòî âîçìóùåíèå âûçûâàåò ïåðåõîäû èç îñíîâíîãî

s-ñîñòîÿíèÿ â p-ñîñòîÿíèÿ ñ lz = ±1. Îãðàíè÷èìñÿ ñîñòîÿíèåì

2p è ðàññìîòðèì ñíà÷àëà lz = +1, òîãäà

xfi = iyfi = −27

35
aB , ωfi =

E2 − E1

~
=

3

8

e2

~aB
.Ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ξ è β:

ξ =
t

τ
, β = τ ωfi =

ρ

ρ0
,ãäå õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïðîëåòà τ = ρ/v, à õàðàêòåðíûé ïðè-öåëüíûé ïàðàìåòð

ρ0 =
8

3

~v

e2
aB .Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ àìïëèòóäà ïåðåõîäà (2) ðàâíà

afi(∞) =
2 Ze2

~v

xfi

ρ
I(β) , I(β) =

1

2

∫ ∞

−∞
eiβξ iξ + 1

(1 + ξ2)3/2
dξ .Ôóíêöèÿ I(β) = 1 ïðè ìàëûõ β ≪ 1 è áûñòðî ïàäàåò ñ ðîñòîì

β. Åñëè ïåðåéòè â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì âäîëüìíèìîé îñè îò ξ = i äî áåñêîíå÷íîñòè, òî ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî
I(β) = e−β

∫ ∞

0

e−βξ dξ
√

ξ(2 + ξ)3
.Îòñþäà íàõîäèòñÿ àñèìïòîòèêà:

I(β) =

√
π

8β
e−β ïðè β ≫ 1 .

� 63. Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé 239�àññìîòðèì äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ.1. Ìåäëåííûé èîí, ïàðàìåòð τωfi = β ≫ 1, ÷òî ñîîòâåò-ñòâóåò àäèàáàòè÷åñêîìó âîçìóùåíèþ. Â ýòîì ñëó÷àå ρ ≫ ρ0 èâåðîÿòíîñòü (ñ ó÷åòîì óäâîåíèÿ îò âêëàäà lz = −1) îêàçûâàåò-ñÿ, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîé:
W (ρ) = A

Z2e2

~v

a3
B

ρ3
e−2ρ/ρ0 , A =

217

311
π ≈ 2, 32 .2. Áûñòðûé èîí, åãî ñêîðîñòü Ze2/~ ≪ v ≪ c. Ïðè ýòîìõàðàêòåðíûé ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð ρ0 ≫ aB. Â îáëàñòè ïðè-öåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ρ ≪ ρ0 âåëè÷èíà β ≪ 1 è âåðîÿòíîñòüïåðåõîäà

W (ρ) = B

(
Ze2

~v

)2
a2

B

ρ2
, B =

217

310
≈ 2, 22ìàëà (è, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðèÿ âîçìóùåíèÿ ïðèìåíèìà) âïëîòüäî çíà÷åíèé ρ0 ∼ aB. Â îáëàñòè áîëüøèõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåò-ðîâ ρ ≫ ρ0 âåëè÷èíà β ≫ 1 è âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ýêñïîíåí-öèàëüíî ïîäàâëåíà. Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåîñíîâíîé âêëàä â ïîëíîå ñå÷åíèå âîçáóæäåíèÿ σ ïðîèñõîäèò èçîáëàñòè aB ≪ ρ ≪ ρ0, â êîòîðîé

dσ = W (ρ) 2πρdρ = 2B

(
Ze2

~v

)2

πa2
B

dρ

ρ
.Îòñþäà ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ ïî ïàðàìåòðó ~v/e2 ≫ 1ñå÷åíèå ðàâíî

σ ≈ 2π

∫ ρ0

aB

W (ρ) ρdρ = 2B

(
Ze2

~v

)2

πa2
B ln

~v

e2
.



240 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅ� 64. Ôîòîý��åêòÏóñòü íà àòîì âîäîðîäà, íàõîäÿùèéñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè

ψi(r) =
e−r/a

√
πa3

, a =
~

2

me2ñ ýíåðãèåéEi = −Ry, ïàäàåò ïëîñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà(ðèñ. 30), îïèñûâàåìàÿ 4-ïîòåíöèàëîì

φ = 0, A(r, t) = A0 ei(kr−ωt) +A∗
0 e−i(kr−ωt), ω = c |k|, kA0 = 0.Íàéäåì ñå÷åíèå �îòîý��åêòà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñêîðîñòü âû-ëåòåâøåãî ýëåêòðîíà v = p/m âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ àòîìíîé,íî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà: e2/~ ≪ v ≪ c. Òà-

f

E0

�èñ. 30. Êèíåìàòèêà �îòîý��åêòàêîé ýëåêòðîí ìîæíî ñ÷èòàòü ñâîáîäíûì, òàê ÷òî åãî âîëíîâàÿ�óíêöèÿ

ψf(r) = eip r/~ ,à åãî ýíåðãèÿ

Ef =
p2

2m
= ~ω + Ei ≈ ~ω .Ïðè ýòîì ïåðåäàííûé èìïóëüñ ~q = p − ~k ≈ p, òàê êàê

~k

p
≈ p2

2mcp
=

v

2c
≪ 1 .Îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ àòîìà ïîëåì

V̂ (r, t) = − e

mc
A(r, t)p̂

� 64. Ôîòîý��åêò 241ïðåäñòàâèì â âèäå (63.7)

V̂ (r, t) = F̂ e−iωt + F̂+eiωt , F̂ = − e

mc
A0 eikr p̂ ,ãäå îïåðàòîð F̂ îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü âûëåòà ýëåêòðîíà âåäèíèöó âðåìåíè ïðè ïîãëîùåíèè êâàíòà ïîëÿ ~ω (ñì. (63.10))ñ ÷èñëîì êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé dνf = d3p/(2π~)3):

dwi→f =
2π

~
|Ffi |2 δ(Ef − Ei − ~ω)

d3p

(2π~)3
.Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ðàâåí

Ffi =
ie~

mc
A0

∫

e−iqr ∇ e−r/a

√
πa3

d3r ≈ −8e~

mc

√
πa3

(pa/~)4
pA0

~
.Ïðåîáðàçóåì �àçîâûé îáúåì êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ

d3p = p2dpdΩ = mpdEfdΩ ,òîãäà
δ(Ef − Ei − ~ω) d3p → mpdΩ .Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âîëíû

E = −1

c

∂A

∂t
= E0 ei(kr−ωt) + E

∗
0 e−i(kr−ωt)èìååò àìïëèòóäó E0 = i(ω/c)A0, òàê ÷òî

|pA0|2 = (c/ω)2 |pE0|2 .Â èòîãå âåðîÿòíîñòü âûëåòà ýëåêòðîíà â ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà

dΩ ñîñòàâëÿåò â åäèíèöó âðåìåíè

dwi→f =
64

π
ω0

|nE0 |2 a3

~ω

(ω0

ω

)7/2

dΩ , n =
p

p
, ω0 =

Ry

~
.×òîáû ïîëó÷èòü äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå �îòîý��åêòà

dσ, îñòàåòñÿ ðàçäåëèòü dwi→f íà ïëîòíîñòü ïîòîêà �îòîíîâ j�,



242 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅñâÿçàííóþ ñ âåëè÷èíîé óñðåäí¼ííîãî âåêòîðà Ïîéíòèíãà S ñî-îòíîøåíèåì S = ~ωj�. Â ñâîþ î÷åðåäü,

S =
c

4π
|E(t)|2 =

c

2π
|E0|2(÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè). Òàêèì îáðàçîì,äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå �îòîý��åêòà ðàâíî

dσ

dΩ
= 64α a2

(ω0

ω

)7/2

cos2 ϑ ,ãäå ϑ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì âûëåòà ýëåêòðîíà p è âåêòî-ðîì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âîëíû E0. Îáðàùåíèå dσ â íóëü ïðè

ϑ = π/2 ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé êàðòèíå, â êîòîðîé ýëåê-òðîí ðàñêà÷èâàåòñÿ âíåøíèì ïîëåì è ïîòîìó âûëåòàåò â îñ-íîâíîì âäîëü èëè ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãîïîëÿ. Ïîëíîå ñå÷åíèå �îòîý��åêòà áûñòðî ïàäàåò ñ ðîñòîì ÷à-ñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ:

σ =
256π

3
α a2

(ω0

ω

)7/2

.Â âîäîðîäîïîäîáíîì èîíå ñ çàðÿäîì ÿäðà Ze ñå÷åíèå ðàñòåòêàê Z5. Ïðè ýòîì Z2 âîçíèêàåò îò êâàäðàòà ìàòðè÷íîãî ýëå-ìåíòà, êîòîðûé ïðîïîðöèîíàëåí ñêîðîñòè àòîìíîãî ýëåêòðîíàâáëèçè ÿäðà, åùå Z3 � îò âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ýòîãî ýëåê-òðîíà âáëèçè ÿäðà (ÿñíî, ÷òî ñâîáîäíûé ýëåêòðîí íå ìîæåòïîãëîòèòü �îòîí). Ñå÷åíèå �îòîý��åêòà íà íåéòðàëüíûõ àòî-ìàõ òàêæå ðàñòåò êàê Z5 çà ñ÷åò âêëàäà áëèæàéùåé ê ÿäðóîáîëî÷êè (K-îáîëî÷êè).Ïðè ïðîõîæäåíèè �îòîíîâ íå ñëèøêîì áîëüøèõ ýíåðãèé
(~ω . 1 ÌýÂ) ÷åðåç âåùåñòâî ïîëíîå ñå÷åíèå èõ ïîãëîùåíèÿîïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì �îòîý��åêòîì.

� 65. Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ 243Çàäà÷è64.1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü èîíèçàöèè àòîìà âîäîðîäà ïîä äåé-ñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E(t) = E0 e−|t|/τ (ðàññìîòðåòü ñëó-÷àé, êîãäà êîíå÷íûé ýëåêòðîí ìîæíî ñ÷èòàòü ñâîáîäíûì). Óêà-çàíèå: äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü �îðìóëó

dWfi =
1

~2ω2

∣
∣
∣
∣

∫ ∞

−∞

∂Vfi

∂t
eiωt dt

∣
∣
∣
∣

2
d3p

(2π~)3
,â êîòîðîé

∂Vfi

∂t
=

e

m
E(t)pfi .64.2. Âû÷èñëèòü ñóììàðíóþ âåðîÿòíîñòü âîçáóæäåíèÿ èèîíèçèöèè àòîìà âîäîðîäà, ïåðâîíà÷àëüíî íàõîäÿùåãîñÿ â îñ-íîâíîì ñîñòîÿíèè, â ðåçóëüòàòå âíåçàïíîãî �âñòðÿõèâàíèÿ�, ïðèêîòîðîì ÿäðó ñîîáùàåòñÿ ñêîðîñòü V .64.3. Åñëè ïðè ðàñ÷åòå �îòîý��åêòà âìåñòî −(e/mc)Ap̂ èñ-ïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå âîçìóùåíèÿ −erE , òî â òîì æå ïðèáëè-æåíèè îòâåò äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îêàçûâàåòñÿ âäâîå áîëü-øå ïðèâåä¼ííîãî âûøå. Êîòîðûé èç îòâåòîâ ïðàâèëüíûé? Â ÷¼ìïðè÷èíà ðàñõîæäåíèÿ?� 65. Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ�àìèëüòîíèàí îáû÷íîãî ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà èìååò âèä

H =
p2

2m
+

mω2x2

2
,à êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå x è p çàâèñÿò îò âðåìåíè ïî èçâåñò-íîìó çàêîíó:

x(t) = b cos(ωt + ϕ) , p(t) = −mωb sin(ωt + ϕ) ,



244 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅãäå b � àìïëèòóäà, à ϕ � íà÷àëüíàÿ �àçà êîëåáàíèé. Ââåä¼ìëèíåéíûå êîìáèíàöèè x è p âèäà

a =
mωx + ip√

2m~ω
, a∗ =

mωx − ip√
2m~ωè íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíû a è i~a∗ òàêæå ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷å-ñêèìè ïåðåìåííûìè ñ ïðîñòîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè:

a(t) ∝ b e−i (ωt+ϕ) , a∗(t) ∝ b e+i (ωt+ϕ) .Â ýòèõ ïåðåìåííûõ ãàìèëüòîíèàí ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà èìååòîñîáåííî ïðîñòîé âèä

H = ~ωa∗a .Ïîêàæåì, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â ïóñòîòå ìîæåò áûòüñâåäåíî ê íàáîðó îñöèëëÿòîðîâ, îïèñûâàåìûõ ïåðåìåííûìè aè a∗.65.1. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå êàê íàáîð îñöèëëÿòîðîâÝëåêòðè÷åñêîå E è ìàãíèòíîå B ïîëÿ â ïóñòîòå óäîâëåòâîðÿþòóðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà:

rot E = −1

c

∂B

∂t
, div E = 0 , rot B =

1

c

∂E

∂t
, div B = 0 .Óäîáíî ââåñòè ÷åòûð¼õìåðíûé ïîòåíöèàë

Aµ(r, t) = (φ, A) ,÷åðåç êîòîðûé ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ âûðàæàþòñÿòàê:

E = −∇φ − 1

c

∂A

∂t
, B = ∇× A .Èç-çà íåîäíîçíà÷íîñòè âûáîðà 4-ïîòåíöèàëà íà íåãî â îòñóò-ñòâèå èñòî÷íèêîâ ïîëÿ ìîæíî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå óñëî-âèå (òàê íàçûâàåìàÿ êóëîíîâñêàÿ êàëèáðîâêà):

φ = 0 , div A(r, t) = 0.

� 65. Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ 245Ïðè ýòîì èç óðàâíåíèÿ

rot B = ∇× (∇× A) = ∇(∇A) − ∆A =
1

c

∂E

∂t
= − 1

c2

∂2A

∂t2ñëåäóåò, ÷òî òðåõìåðíûé âåêòîðíûé ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåòâîëíîâîìó óðàâíåíèþ

1

c2

∂2A

∂t2
− ∆A = 0 .Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, ó÷èòûâàþùåì â ÿâíîì âèäå âå-ùåñòâåííîñòü âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà,

A(r, t) =

∫
d3k

(2π)3
[
Ak(t) eikr + A∗

k(t) e−ikr
]

(65.1)àìïëèòóäû Ak(t) óäîâëåòâîðÿþò îñöèëëÿòîðíîìó óðàâíåíèþ

Äk + ω2
k Ak = 0, ωk = c|k| . (65.2)Èòàê, â êàæäîé ìîäå, ò. å. äëÿ êàæäîãî k, èìååì ãàðìîíè÷å-ñêèé îñöèëëÿòîð, êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå êîòîðîãî âûðàæà-þòñÿ ÷åðåç Ak è A∗

k, ñ òîé æå çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè, ÷òî óïåðåìåííûõ a è a∗:

Ak(t) ∝ e−iωkt , A∗
k(t) ∝ eiωkt . (65.3)�àçëîæåíèå ïî ïëîñêèì âîëíàì (1) ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü îáýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå êàê î áåñêîíå÷íîì íàáîðå îñöèëëÿòî-ðîâ, ÷àñòîòû êîòîðûõ ωk ïðîáåãàþò íåïðåðûâíûé ðÿä çíà÷å-íèé. Ïðè êâàíòîâàíèè ýòèõ îñöèëëÿòîðîâ âîçíèêàåò êâàíòî-âàííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Äëÿ ïðèäàíèÿ áîëüøåé íàãëÿä-íîñòè ïðîöåäóðå êâàíòîâàíèÿ óäîáíî ïåðåéòè ê äèñêðåòíîìóíàáîðó îñöèëëÿòîðîâ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîëå â êîíå÷íîìîáúåìå

V = LxLyLz



246 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅè èñïîëüçóåì óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ïîëÿ íà ãðàíèöàõ îáúåìà.Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà (è ÷àñòîòû) ñòàíîâÿò-ñÿ äèñêðåòíûìè:

kx =
2π nx

Lx
, ky =

2π ny

Ly
, kz =

2π nz

Lz
,ãäå nx,y,z � öåëûå (ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå) ÷èñëà, àïëîñêèå âîëíû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè âèäà

∫

ei(k−k′)r d3r = V δk,k′ . (65.4)Â èòîãå âìåñòî ðàçëîæåíèÿ â èíòåãðàë Ôóðüå (1) âîçíèêàåòðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå

A(r, t) =
∑

k

[
Ak(t) eikr + A∗

k(t) e−ikr
]

, (65.5)ãäå íîâûå àìïëèòóäû Ak(t) óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ñîîòíîøå-íèÿì (2)�(3), ÷òî è ðàíüøå. �àçëîæåíèå, ïîäîáíîå (5), ìîæíîíàïèñàòü è äëÿ ïîëåé E(r, t) è B(r, t), ïðè÷åì àìïëèòóäû ýòèõïîëåé â ñèëó óðàâíåíèé

E = −1

c

∂A

∂t
, B = ∇× Añâÿçàíû ñ àìïëèòóäàìè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ñîîòíîøåíèÿìè

Ek =
iωk

c
Ak , Bk = ik × Ak .Èç óñëîâèÿ div A(r, t) = 0 èëè

k · Ak = 0 (65.6a)ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð Ak ëåæèò â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé âîë-íîâîìó âåêòîðó k, ò. å. èìååò ëèøü äâå íåçàâèñèìûå êîìïî-íåíòû. Äâå ñòåïåíè ñâîáîäû îñöèëëÿòîðà ñîîòâåòñòâóþò ïîïå-ðå÷íîñòè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â âàêóóìå. Ââå-äåì äâà âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè εkλ, ãäå èíäåêñ λ ïðîáåãàåò äâà
� 65. Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ 247çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû ñâîëíîâûì âåêòîðîì k = (0, 0, k) âåêòîðû ïîëÿðèçàöèè èìåþòâèä

εkλ = − λ√
2

(1, λi, 0) ,ãäå λ = ±1 ñîîòâåòñòâóþò ïðàâîé (ëåâîé) öèðêóëÿðíîé ïîëÿ-ðèçàöèè. Âåêòîðû ïîëÿðèçàöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïîïå-ðå÷íîñòè (6a)

k · εkλ = 0 , (65.6b)âçàèìíîé îðòîãîíàëüíîñòè
ε∗

kλεkλ′ = δλλ′ (65.7)è ïîëíîòû
∑

λ

(εkλ)i (ε
∗
kλ)j = δij −

kikj

k2
(65.8)(çäåñü i, j � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè; ñïðàâà ñòîèòåäèíè÷íûé òåíçîð â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó k).�àçëîæèì âåêòîð Ak(t) ïî âåêòîðàì ïîëÿðèçàöèè

Ak(t) = Ck

∑

λ

akλ(t) εkλè âûáåðåì íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü Ck òàêèì îáðàçîì, ÷òî-áû ýíåðãèÿ ïîëÿ ñâåëàñü ê ñóììå îñöèëëÿòîðíûõ ýíåðãèé:

E =

∫
E

2 + B2

8π
d3r =

∑

kλ

~ωk a∗kλ akλ . (65.9)Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì E
2 â âèäå äâîéíîé ñóììû

E
2 =

∑

k,k′

[
Ek(t) eikr + E

∗
k(t) e−ikr

] [

Ek′(t) eik′r + E
∗
k′(t) e−ik′r

]

è ïðîâåäåì èíòåãðèðîâàíèå ïî r, èñïîëüçóÿ (4):

∫

E
2d3r = V

∑

k

[
Ek(t) E−k(t) + E

∗
k(t) E

∗
−k(t) + 2Ek(t) E

∗
k(t)

]
.
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Ek(t) E−k(t) ∝ e−2iωkt , E
∗
k(t) E

∗
−k(t) ∝ e2iωktñîêðàùàþòñÿ, à íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè ñëàãàåìûå

2Ek(t) E
∗
k(t)óäâàèâàþòñÿ ïðè ó÷¼òå âêëàäà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ∫

B2 d3r. Â èòî-ãå ïîëó÷àåì:

E =
V
2π

∑

k

Ek(t) E
∗
k(t) =

V
2π

∑

kλ

ω2
k

c2
|Ck|2 a∗kλ akλ .Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè âûáîðå íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ ââèäå

Ck =

√

2π~c2

ωk V
,ò. å. ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëîæåíèÿ

A(r, t) =
∑

kλ

√

2π~c2

ωk V
[
akλ(t) εkλ eikr + a∗kλ(t) ε∗

kλ e−ikr
]

(65.10)ýíåðãèÿ ïîëÿ äåéñòâèòåëüíî ñâîäèòñÿ ê ñóììå îñöèëëÿòîðíûõýíåðãèé (9), à ýíåðãèÿ êàæäîé ìîäû êîëåáàíèé ñ çàäàííîé ïî-ëÿðèçàöèåé λ ðàâíà

Ekλ = ~ωk a∗kλ akλ . (65.11)Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå äëÿïîëíîãî èìïóëüñà ïîëÿ

P =

∫
E × B

4πc
d3rñâîäèòñÿ ê ñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ èìïóëüñîâ äëÿ êàæäîé ìî-äû êîëåáàíèé

P =
∑

kλ

~k a∗kλ akλ , (65.12)

� 65. Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ 249à èìïóëüñ îòäåëüíîé ìîäû ñ çàäàííîé ïîëÿðèçàöèåé λ ðàâåí
~k a∗kλ akλ =

k

k

Ekλ

c
.65.2. Êâàíòîâàíèå ïîëÿÍàïîìíèì, ÷òî ïðè êâàíòîâàíèè îáû÷íîãî îñöèëëÿòîðà çà-âèñÿùèå îò âðåìåíè êëàññè÷åñêèå âåëè÷èíû a(t) è a∗(t) ñòà-íîâÿòñÿ îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ â è ðîæäåíèÿ â+ êâàíòà ñýíåðãèåé ~ω, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîò-íîøåíèÿ

[â, â+] = 1 . (65.13)Ïðè ýòîì ñàìè îïåðàòîðû â îáû÷íîì øð¼äèíãåðîâñêîì ïðåä-ñòàâëåíèè íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, à âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòüîïðåäåëÿåòñÿ âîëíîâûìè �óíêöèÿìè. Êëàññè÷åñèé ãàìèëüòî-íèàí H ñòàíîâèòñÿ îïåðàòîðîì Øð¼äèíãåðà

Ĥ = 1
2 ~ω(â+â + ââ+) .Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (13) îïåðà-òîð Ĥ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Ĥ = ~ω(n̂ + 1
2), n̂ = â+â ,ãäå n̂ � îïåðàòîð ÷èñëà êâàíòîâ, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðî-ãî ñóòü öåëûå ÷èñëà n = 0, 1, 2, . . .Àíàëîãè÷íî ïðè êâàíòîâàíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âåëè-÷èíû a∗kλ(t) è akλ(t) ñòàíîâÿòñÿ îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ â+

kλ èóíè÷òîæåíèÿ âkλ êâàíòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî �îòîíó ñ ýíåðãèåé

~ωk, èìïóëüñîì ~k è ïîëÿðèçàöèåé λ, à âåêòîðíûé ïîòåíöèàë(10) ñòàíîâèòñÿ íå çàâèñÿùèì îò âðåìåíè îïåðàòîðîì

Â(r) =
∑

kλ

√

2π~c2

ωk V
(
âkλεkλ eikr + â+

kλε
∗
kλ e−ikr

)
. (65.14)



250 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅÏîëÿ E(r, t) è B(r, t) òàêæå ñòàíîâÿòñÿ îïåðàòîðàìè

Ê(r) =
∑

kλ

iωk

c

√

2π~c2

ωk V
(
âkλεkλ eikr − â+

kλε
∗
kλ e−ikr

)
, (65.15)

B̂(r) =
∑

kλ

√

2π~c2

ωk V
ik ×

(
âkλεkλ eikr − â+

kλε
∗
kλ e−ikr

)
,à âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-ëÿ ñòàíîâÿòñÿ ñóììàìè îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà è îïåðàòîðîâèìïóëüñà äëÿ îòäåëüíûõ �îòîíîâ:

Ĥ =
∑

kλ

Ĥkλ , Ĥkλ =
1

2
~ωk

(
â+
kλâkλ + âkλâ

+
kλ

)
,

P̂ =
∑

kλ

k

k

Ĥkλ

c
. (65.16)Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé

[âkλ , â+
k′λ′] = δλλ′ δkk′ , [âkλ , âk′λ′] = [â+

kλ , â+
k′λ′] = 0 (65.17)îïåðàòîð Ĥkλ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Ĥkλ = ~ωk

(
n̂kλ + 1

2

)
, n̂kλ = â+

kλâkλ , (65.18)ãäå n̂kλ � îïåðàòîð ÷èñëà êâàíòîâ, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòî-ðîãî ñóòü öåëûå ÷èñëà nkλ = 0, 1, 2, . . . Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü,÷òî ïðàâîé (ëåâîé) ïîëÿðèçàöèè �îòîíà ñîîòâåòñòâóåò åãî ñïè-ðàëüíîñòü, ðàâíàÿ ±~.65.3. �îæäåíèå è óíè÷òîæåíèå êâàíòîâ ïîëÿÏóñòü |nkλ, t 〉 � ñîñòîÿíèå ïîëÿ, ñîäåðæàùåå nkλ �îòîíîâ ñýíåðãèåé ~ωk, èìïóëüñîì ~k è ïîëÿðèçàöèåé λ êàæäûé. Òàêêàê

â+
kλ |nkλ, t 〉 =

√
nkλ + 1 |nkλ + 1, t 〉 eiωkt ,

� 65. Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ 251
âkλ |nkλ, t 〉 =

√
nkλ |nkλ − 1, t 〉 e−iωkt ,òî èç (14) èëè (15) âèäíî, ÷òî ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà Â(r)èëè îïåðàòîðà Ê(r) íà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïîëÿ ìîæåò ïðîèñ-õîäèòü èçëó÷åíèå èëè ïîãëîùåíèå îäíîãî �îòîíà. Òàêèì îáðà-çîì, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà Â(r) ðàâíû:ïðè èçëó÷åíèè �îòîíà

〈nkλ + 1, t | Â(r) |nkλ, t 〉 = Afi(r) eiωkt ,

Afi(r) =
√

nkλ + 1

√

2π~c2

ωk V
ε∗

kλ e−ikr , (65.19)ïðè ïîãëîùåíèè �îòîíà
〈nkλ − 1, t | Â(r) |nkλ, t 〉 = Afi(r) e−iωkt ,

Afi(r) =
√

nkλ

√

2π~c2

ωk V
εkλ eikr . (65.20)Èçëó÷åíèå êàêîé-ëèáî ñèñòåìû çàðÿäîâ (íàïðèìåð, àòîìà)ìîæåò ïðîèñõîäèòü â óñëîâèÿõ, êîãäà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèåýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íå ñîäåðæèò �îòîíîâ, ò. å. nkλ = 0(òàêîå èçëó÷åíèå íàçûâàþò ñïîíòàííûì), èëè â â óñëîâèÿõ,êîãäà â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ïîëÿ óæå èìååòñÿ nkλ �îòîíîâ(òàêîå èçëó÷åíèå íàçûâàþò âûíóæäåííûì). Âåðîÿòíîñòü èçëó-÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ìîäóëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà(19). Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûíóæäåííîãîèçëó÷åíèÿ îêàçûâàåòñÿ â (nkλ +1) ðàç áîëüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòüñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ. Ýòîò �àêò ÿâëÿåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûìäëÿ �èçèêè ëàçåðîâ.Ïðèìåð:Ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûé ñâåò ïðîõîäèò ÷åðåç îïòè÷åñêè àê-òèâíóþ ñðåäó, âðàùàþùóþ åãî ïëîñêîñòü ïîëÿðèçàöèè. Îöåíèì



252 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅìèíèìàëüíîå ÷èñëî êâàíòîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ ðåãèñòðàöèè ìà-ëîãî óãëà ïîâîðîòà ϕ ïëîñêîñòè ïîëÿðèçàöèè.Óãîë ϕ ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 1/2) ñ ðàçíî-ñòüþ �àç öèðêóëÿðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîéâîëíû, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè ïðîõîæäåíèè âîëíû ÷åðåç ñðåäó.Ýòà ðàçíîñòü äîëæíà áûòü íå ìåíüøå íåîïðåäåëåííîñòè ∆ϕ.Âåëè÷èíîé, êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííîé óãëó ϕ, ÿâëÿåòñÿ äåé-ñòâèå, ðàâíîå ~N , ãäå N � ÷èñëî êâàíòîâ. Ïîýòîìó íåîïðåäå-ëåííîñòü ∆ϕ ñâÿçàíà ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ ÷èñëà êâàíòîâ ∆Nñîîòíîøåíèåì ∆ϕ · ∆N & 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∆N ∼
√

N , ïîëó-÷àåì:

N &
1

ϕ2
.Ïîëó÷åííîìó ðåçóëüòàòó ìîæíî ïðèäàòü òàêóþ èíòåðïðåòà-öèþ. Ïóñòü âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè z, à íà÷àëüíàÿïîëÿðèçàöèÿ íàïðàâëåíà âäîëü îñè x. Â ýòîì ñëó÷àå àìïëèòóäàýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ex0 ∝

√
~ωN . Ïðè ïîâîðîòå ïëîñêîñòè ïî-ëÿðèçàöèè íà ìàëûé óãîë ϕ ïîÿâëÿåòñÿ y ñîñòàâëÿþùàÿ ýëåê-òðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå åå àìïëèòóäû, ñîîò-âåòñòâóþùåå ðåãèñòðàöèè îäíîãî �îòîíà, ðàâíî Ey0 ∝

√
~ω. Ïî-ýòîìó îöåíêà äëÿ óãëà ïîâîðîòà òàêîâà: ϕ ∼ Ey0/Ex0 ∼ 1/

√
N .Îòñþäà ñëåäóåò òà æå îöåíêà äëÿ N .� 66. Èñïóñêàíèå è ïîãëîùåíèå ñâåòà66.1. Ñïîíòàííîå è âûíóæäåííîå èçëó÷åíèåÏóñòü àòîì èç ñîñòîÿíèÿ ψi ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ψf è èçëó-÷àåò �îòîí ñ ýíåðãèåé ~ω = Ei − Ef , èìïóëüñîì ~k è ïîëÿðè-çàöèåé εkλ. Äëÿ ñèñòåìû àòîì + ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ýòîåñòü ïåðåõîä èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

ψi |nkλ 〉

� 66. Èñïóñêàíèå è ïîãëîùåíèå ñâåòà 253â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

ψf |nkλ + 1 〉ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ

V̂ = − e

cm
Â(r) p̂ , (66.1)ãäå îïåðàòîð Â(r) ∝ eikr îïðåäåëåí â (65.14). Òàê êàê â íàøåìñëó÷àå

kr ∼ ω

c
aB ∼ vàò

c
≪ 1 ,òî çàâèñèìîñòüþ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà îò r ìîæíî ïðåíå-áðå÷ü: Â(r) ≈ Â(0), ïîñëå ÷åãî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðàâîçìóùåíèÿ V̂ ïðèíèìàåò âèä

Vfi = − e

cm
Afi(0)pfi , (66.2)ãäå Afi(r) îïðåäåëåí â (75.19).Ïóñòü äàëåå Ĥ � ãàìèëüòîíèàí àòîìà, òîãäà

pfi = mṙfi = m
i

~
〈ψf | Ĥr − rĤ |ψi〉 = −imωrfi , (66.3)÷òî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü (2) êàê ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðà-òîðà

V̂ = −er Ê(0) , (66.4)ãäå îïåðàòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ê(r) îïðåäåë¼í â (65.15). Äîñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè âçàèìîäåéñòâèå îäíîãî ýëåêòðîíà.Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé áîëåå ñëîæíîãî àòîìà î÷åâèäíî, äîñòà-òî÷íî çàìåíèòü er íà äèïîëüíûé ìîìåíò ñèñòåìû:

er → d =
∑

a

ea ra . (66.5)Ýòî òàê íàçûâàåìîå äèïîëüíîå ïðèáëèæåíèå (èçëó÷åííûå âýòîì ñëó÷àå �îòîíû íàçûâàþòñÿ ýëåêòðè÷åñêèìè äèïîëüíûìèèëè E1 �îòîíàìè).



254 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅÈñïîëüçóÿ (2) è (63.12), ïîëó÷èì âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ àòî-ìîì �îòîíà â òåëåñíûé óãîë dΩ â åäèíèöó âðåìåíè â âèäå

dwfi =
2π

~
|Vfi |2δ (~ω + Ef − Ei)

V d3k

(2π)3
=

Vω2

(2π~)2c3
|Vfi |2 dΩèëè (ïîñëå ïîäñòàíîâêè (65.8) è (3), (5)) â âèäå

dwkλ =
ω3

2π~c3
|dfi · ε∗

kλ |2 (nkλ + 1) dΩ (66.6)(ïðè ýòîì âñïîìîãàòåëüíàÿ âåëè÷èíà � îáú¼ì V � èñ÷åçëà èçêîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà). Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âåðîÿò-íîñòü èçëó÷åíèÿ (6) ïðîïîðöèîíàëüíà ìíîæèòåëþ (nkλ +1), êî-òîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì êâàíòîâ â ïàäàþùåé âîëíå. Êàêóæå îòìå÷àëîñü â � 65, èçëó÷åíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü è òîãäà,

ε‖

θ

dfi

k�èñ. 31. Âåêòîðû, îïèñûâàþùèå èçëó÷åíèå (ε‖ � ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðàïîëÿðèçàöèè, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ k è dfi)êîãäà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïîëÿ íå ñîäåðæèò �îòîíîâ, ò. å.ïðè nkλ = 0, ýòî òàê íàçûâàåìîå ñïîíòàííîå èçëó÷åíèå. Ïðè
nkλ ≥ 1 èìååò ìåñòî èíäóöèðîâàííîå èëè âûíóæäåííîå èçëó÷å-íèå. Èç �îðìóëû (6) è ðèñ. 31 âèäíî, ÷òî ðàáîòàåò ëèøü êîìïî-íåíòà âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè, ëåæàùàÿ â òîé æå ïëîñêîñòè, ÷òîè âåêòîðû k è dfi.

� 66. Èñïóñêàíèå è ïîãëîùåíèå ñâåòà 25566.2. Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå è èíòåíñèâíîñòü ñïîíòàííîãî äè-ïîëüíîãî èçëó÷åíèèÏîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî ïîëÿðèçàöèÿì �îòîíà (äëÿ ýòîãîóäîáíî èñïîëüçîâàòü �îðìóëó (65.8)) ïîëó÷èì óãëîâîå ðàñïðå-äåëåíèå èçëó÷åííûõ �îòîíîâ è ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿâ åäèíèöó âðåìåíè:
dwk

dΩ
=

ω3

2π~c3

∣
∣
∣
∣
dfi ×

k

k

∣
∣
∣
∣

2

, wi→f =
4ω3

3~c3
|dfi |2 . (66.7)Åñëè dfi ∝ (0, 0, 1), òî

dwk

dΩ
∝ sin2 θ ,ãäå θ � ïîëÿðíûé óãîë âûëåòà �îòîíà. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñîîò-âåòñòâóåò êëàññè÷åñêîìó èçëó÷åíèþ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, êî-ëåáëþùåéñÿ âäîëü îñè z.Åñëè dfi ∝ (1, ±i, 0), òî

dwk

dΩ
∝ 1 + cos2 θ ,÷òî ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîìó èçëó÷åíèþ çàðÿæåííîé ÷à-ñòèöû, âðàùàþùåéñÿ â ïëîñêîñòè xy.Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ I ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì ïîëíîéâåðîÿòíîñòè èçëó÷åíèÿ íà ýíåðãèþ �îòîíà ~ω:

I = ~ωw =
4ω4

3c3
|dfi |2 . (66.8)Ïðîñòàÿ ïîëóêëàññè÷åñêàÿ îöåíêà òàêîâà. Êëàññè÷åñêàÿ èí-òåíñèâíîñòü äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò

I ∼ e2

c3
r̈2 ∼ e2ω4r2

c3
.



256 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅÑîîòâåòñòâåííî ÷èñëî êâàíòîâ, èñïóùåííûõ â åäèíèöó âðåìåíè(ò. å. âåðîÿòíîñòü èñïóñêàíèÿ êâàíòà â åäèíèöó âðåìåíè), ðàâíî

w =
I

~ω
∼ e2 ω3

~c3
r2 ∼ α

ω3

c2
r2 .Åñëè ω r ∼ vàò ∼ αc, òî äëÿ øèðèíû óðîâíÿ Γ = ~w ïîëó÷à-åì îöåíêó

Γ ∼ α3
~ω .Îöåíêà äëÿ âðåìåíè æèçíè òàêîâà:

τ =
1

w
∼ 1

α3 ω
.Â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå ïî v/c âîçíèêàþò ìàãíèòíûå äèïîëü-íûå M1 è ýëåêòðè÷åñêèå êâàäðóïîëüíûå E2 ïåðåõîäû. Îïåðà-òîð M1 ïåðåõîäà ðàâåí (ñð. (4), (5))

V̂ = −µ̂ B̂(0) = − e~

2mc
(L̂ + 2Ŝ) B̂(0) .Åãî àìïëèòóäà â µ/(eaB) ∼ α ðàç ìåíüøå, ÷åì ó E1 ïåðåõîäà.66.3. Ïðàâèëà îòáîðàÏóñòü àòîì èçëó÷àåò �îòîí, ïåðåõîäÿ èç íà÷àëüíîãî ñîñòî-ÿíèÿ ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà Ji, ïðîåêöèåé Mi è ÷¼òíîñòüþ Pi âêîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ñ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè Jf , Mf , Pf . �àññìîò-ðèì äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ.Ïðàâèëà îòáîðà äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëüíîãî, èëè E1, ïå-ðåõîäà îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì 〈f |d|i〉 (ñì. � 39):÷¼òíîñòü èçìåíÿåòñÿ, Pf = −Pi (òàê êàê âåêòîð d ÿâëÿåòñÿïîëÿðíûì (èëè èñòèííûì) âåêòîðîì); ∆J = Jf − Ji = ±1, 0;çàïðåù¼í Ji = 0 → Jf = 0 ïåðåõîä; äëÿ îäíîýëåêòðîííûõ êîí-�èãóðàöèé çàïðåùåí ïî ÷¼òíîñòè ïåðåõîä ñ ∆l = lf − li = 0.

� 66. Èñïóñêàíèå è ïîãëîùåíèå ñâåòà 257Ïðàâèëà îòáîðà ïî ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà òàêîâû: Ez âû-çûâàåò ïåðåõîäû ñ ∆M = Mf −Mi = 0, Ex,y èëè E± � ïåðåõîäûñ ∆M = ±1.Ïðàâèëà îòáîðà äëÿ M1 ïåðåõîäîâ: íå èçìåíÿþòñÿ ÷¼òíîñòü,
Pf = Pi (òàê êàê âåêòîð µ̂ ÿâëÿåòñÿ àêñèàëüíûì âåêòîðîì) èðàäèàëüíûå êâàíòîâûå ÷èñëà; ∆J = ±1, 0; çàïðåù¼í Ji = 0 →
Jf = 0 ïåðåõîä. Â îäíîýëåêòðîííûõ êîí�èãóðàöèÿõ ïåðåõîäïðîèñõîäèò ëèøü ìåæäó êîìïîíåíòàìè òîíêîé ñòðóêòóðû (íà-ïðèìåð, p3/2 → p1/2).66.4. Ïîãëîùåíèå ñâåòà�àññìîòðèì ïðîöåññ, îáðàòíûé èçëó÷åíèþ, � ïîãëîùåíèåñâåòà. Ïóñòü àòîì èç ñîñòîÿíèÿ ψf ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ψiè ïîãëîùàåò �îòîí ñ ýíåðãèåé ~ω = Ei − Ef , èìïóëüñîì ~kè ïîëÿðèçàöèåé εkλ. Äëÿ ñèñòåìû àòîì + ýëåêòðîìàãíèòíîåïîëå ýòî ïåðåõîä èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ψf |nkλ 〉 â êîíå÷íîåñîñòîÿíèå ψi |nkλ−1 〉 ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ (1). Ïîâòîðÿÿäàëåå âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå ñëó÷àþ èçëó÷åíèÿ, ìû ïîëó÷èì,÷òî êâàäðàò ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà âîçìóùåíèÿ |Vfi |2, à ñ íèì èïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîãëîùåíèÿ ñâåòà â åäèíèöó âðåìåíè wïîã

f→i,îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí äëÿ èçëó÷åíèÿ ëèøüçàìåíîé ìíîæèòåëÿ nkλ + 1 íà ìíîæèòåëü nkλ. Â èòîãå

wïîã

f→i

wèçë

i→f

=
nkλ

nkλ + 1
.

Çàäà÷è66.1. à) Èçëó÷åíèå ïðè ïåðåõîäå 2p, m → 1s äëÿ àòîìà âî-äîðîäà. Îïðåäåëèòü dw/dΩ, w, τ , Γ, ïîëÿðèçàöèþ èçëó÷¼ííîãî�îòîíà.



258 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅá) Êàê èçìåíèòñÿ ýòîò îòâåò ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ �îòî-íîâ ñ ÷àñòîòîé, ðàâíîé ÷àñòîòå ïåðåõîäà, â íà÷àëüíîì ñîñòîÿ-íèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ?66.2. Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè àòîìà n ≫ 1, n− l ≪ n. Íàéòèïðèáëèæåííûå ïðàâèëà îòáîðà ïî n è ïî l äëÿ ýëåêòðîìàãíèò-íûõ ïåðåõîäîâ.66.3. Íàéòè âðåìÿ æèçíè ïåðâîãî âîçáóæä¼ííîãî óðîâíÿ çà-ðÿæåííîãî ñ�åðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.66.4. Óêàçàòü âîçìîæíûå äèïîëüíûå ïåðåõîäû ìåæäó óðîâ-íÿìè n = 3 è n = 2 (α-ëèíèÿ ñåðèè Áàëüìåðà) ñ ó÷åòîì èõòîíêîé ñòðóêòóðû (ïî Äèðàêó è ïî Êëåéíó � Ôîêó � �îðäîíó).66.5. Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ns1/2 àòîì ïîëÿðèçîâàí. Êàêâûãëÿäèò óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè èçëó÷åíèÿ, ïðîñóì-ìèðîâàííîé ïî ïîëÿðèçàöèÿì �îòîíà è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿàòîìà?66.6. Îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ ìåæäó êîìïîíåíòàìèñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðû îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà.66.7. Àòîì âîäîðîäà íàõîäèòñÿ â ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîììàãíèòíîì ïîëå B. �àññìîòðåòü ïåðåõîäû 2p1/2 → 1s1/2 + γ.Êàêîâû ïîëÿðèçàöèè è ÷àñòîòû �îòîíîâ, ëåòÿùèõ: à) âäîëüïîëÿ, á) ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîëþ, åñëè ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿñ ïîëåì ìàëà èëè âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ èíòåðâàëàìè òîíêîéñòðóêòóðû? Êàêîâû îòíîñèòåëüíûå èíòåíñèâíîñòè ñïåêòðàëü-íûõ ëèíèé?66.8. Ñâîáîäíûé íåéòðîí íàõîäèòñÿ â ïîñòîÿííîì îäíîðîä-íîì ìàãíèòíîì ïîëå B â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåë¼ííûì çíà÷åíèåìïðîåêöèè ñïèíà íà íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íàéòè âå-ðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ �îòîíà â åäèíèöó âðåìåíè â ðåçóëüòàòåïåðåâîðîòà ñïèíà íåéòðîíà.66.9. Íàéòè óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå �îòîíîâ â ðàñïàäàõ ïî-
� 67. Ëýìáîâñêèé ñäâèã 259ëÿðèçîâàííûõ ÷àñòèö:à) ω0(JP = 1−) → π0(0−) + γ,á) A1(1

+) → π(0−) + γ.� 67. Ëýìáîâñêèé ñäâèãÍåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îïåðàòîðû ýëåêòðè÷åñêîãî èìàãíèòíîãî ïîëåé íå êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðàìè ÷èñåë çàïîë-íåíèÿ è ýíåðãèè ïîëÿ. Ïîýòîìó â âàêóóìå ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ, ò. å. â ñîñòîÿíèè ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé è íóëåâûìè ÷èñ-ëàìè çàïîëíåíèÿ, ïîëÿ íå ðàâíû íóëþ, à �ëóêòóèðóþò âîêðóãíóëÿ. Ïóñòü |0〉 � âàêóóìíîå ñîñòîÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-ëÿ. Èñïîëüçóÿ îïåðàòîðû ïîëÿ (65.15) è ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîò-íîøåíèÿ (65.17), íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîëåé E è B ðàâíû íóëþ,

〈0|Ê(r)|0〉 = 〈0|B̂(r)|0〉 = 0 ,à ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êâàäðàòîâ ïîëåé îòëè÷íû îò íóëÿ:

〈0|Ê2
(r)|0〉 = 〈0|B̂2(r)|0〉 =

4π

V
∑

kλ

~ωk

2
(67.1)(çäåñü V � îáú¼ì, â êîòîðîì çàêëþ÷åíî ïîëå). Ôîðìóëà (1) ñî-îòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî â ñîñòîÿíèè âàêóóìà ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ åãî ýíåðãèÿ E âûðàæàåòñÿ â âèäå ñóììû ýíåðãèé íóëåâûõêîëåáàíèé îòäåëüíûõ ìîä:

E =
1

8π

∫

d3r
〈

0
∣
∣
∣Ê

2
(r) + B̂2(r)

∣
∣
∣ 0

〉

=
∑

kλ

~ωk

2
. (67.2)Ýëåêòðîí â àòîìå âîäîðîäà âçàèìîäåéñòâóåò íå òîëüêî ñ êó-ëîíîâñêèì ïîëåì ÿäðà, îïðåäåëÿåìûì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé

U(r) = −e2/r, íî è ñ íóëåâûìè �ëóêòóàöèÿìè âàêóóìà, ÷òî



260 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅïðèâîäèò ê íàáëþäàåìûì ý��åêòàì. Ïóñòü ρ � ìàëàÿ �ëóê-òóàöèÿ êîîðäèíàòû ýëåêòðîíà, âûçâàííàÿ âàêóóìíûì ýëåêòðè-÷åñêèì ïîëåì (âëèÿíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ íåðåëÿòèâèñò-ñêîãî ýëåêòðîíà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü). Èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

mρ̈ = eE +
e

c
ρ × B ≈ eEäëÿ �óðüå-êîìïîíåíòû �ëóêòóàöèîííîãî ñìåùåíèÿ ñëåäóåò ñî-îòíîøåíèå

ρk = − e

mω2
k

Ek . (67.3)Ó÷åò ýòèõ �ëóêòóàöèé êîîðäèíàòû ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþýíåðãèè êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ:

U(r + ρ) = U(r) + ρ∇U(r) +
1

2

3∑

i,j=1

ρiρj ∇i∇jU(r) + . . . (67.4)Â êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå êîìïîíåíòû Ek � îñöèëëèðóþùèå�óíêöèè âðåìåíè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè äàëåå óñðåäíåíèå�ëóêòóèðóþùèõ ñìåùåíèé ïî âðåìåíè è ïîëó÷èòü �ëóêòóà-öèîííóþ ïîïðàâêó ê êóëîíîâñêîìó âçàèìîäåéñòâèþ. Êîíå÷íî,îñíîâíîé âêëàä ïðè ýòîì áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ÷àñòîòàì ïîëÿ,êîòîðûå çàìåòíî áîëüøå àòîìíûõ ÷àñòîò, íî çàâåäîìî ìåíüøå÷àñòîò ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåëÿòèâèñòñêèì ýíåðãèÿì, ò. å. îñíîâ-íîé îáëàñòüþ ÷àñòîò ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë

ωàò ≪ ωk ≪ mc2/~ . (67.5)Äëÿ êâàíòîâàííîãî ïîëÿ óðàâíåíèå (3) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð-íûì ñîîòíîøåíèåì

ρ̂k = − e

mω2
k

Êk ,èç êîòîðîãî äëÿ îïåðàòîðà ñìåùåíèÿ ïîëó÷àåì:
ρ̂ = −i

e

m

∑

kλ

√

2π~

ωk V
(
âkλεkλ eikr − â+

kλε
∗
kλ e−ikr

)
. (67.6)

� 67. Ëýìáîâñêèé ñäâèã 261Òåïåðü íåòðóäíî íàéòè, ÷òî

〈0| ρ̂ |0〉 = 0, 〈0| ρ̂iρ̂j |0〉 =
1

3
δij 〈0|ρ2 |0〉 ,

〈0|ρ2 |0〉 =
4πα

V λ−2
∑

k

c3

ωk
,ãäå λ− = ~/(mc) = 3, 86 · 10−11 ñì � ïðèâåä¼ííàÿ êîìïòîíîâñêàÿäëèíà âîëíû ýëåêòðîíà. Ïåðåõîäÿ îò ñóììèðîâàíèÿ ïî îòäåëü-íûì ìîäàì ïîëÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ

∑

k

→
∫ V d3k

(2π)3
,ïîëó÷èì (ïðè ýòîì èç îòâåòà èñ÷åçíåò îáú¼ì ïîëÿ V)

〈0|ρ2 |0〉 =
2α

π
λ−2

∫ ωmax

ωmin

dωk

ωk
=

4α

π
λ−2

ln
1

α
.Â êà÷åñòâå ïðåäåëîâ ëîãàðè�ìè÷åñêîãî èíòåãðàëà âûáèðàåì

ωmin ∼ ωàò = α2 mc2/~ è ωmax ∼ mc2/~ â ñîîòâåòñòâèè ñ (5).Ñðåäíåå ïî âàêóóìó îò ïîòåíöèàëà (4) ðàâíî

〈0|U(r + ρ) |0〉 = U(r) + δU(r) = U(r) +
1

6
〈 0|ρ2 |0〉∆U(r) ,à �ëóêòóàöèîííàÿ ïîïðàâêà ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè (ñ ó÷åòîìòîãî, ÷òî ∆U(r) = 4πe2 δ(r)) ñîñòàâëÿåò

δU(r) =
2π

3
e2 δ(r) 〈0|ρ2 |0〉 .Â ðåçóëüòàòå îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ ðàâåí

δU(r) =
8

3
α

(

ln
1

α

)

e2 λ−2 δ(r) .Ïîïðàâêà ê ýíåðãèè (â ýòîì ïðèáëèæåíèè îíà âîçíèêàåòëèøü äëÿ s-ñîñòîÿíèÿ) ñîñòàâëÿåò

δEn =
8

3
α

(

ln
1

α

)

e2λ−2 |ψn(0) |2 =
16

3π
α3

(

ln
1

α

)
Ry

n3
.



262 �ëàâà X. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅÓðîâåíü 2s1/2 ñäâèãàåòñÿ ââåðõ íà

δE2 =
2α3

3π

(

ln
1

α

)

Ry .Òàêèì îáðàçîì, ñíèìàåòñÿ ïîñëåäíåå âûðîæäåíèå â àòîìå âî-äîðîäà. Àíîìàëüíûé ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà, ïðèìåðíîðàâíûé (α/2π)µB, äà¼ò âêëàä â îáñóæäàåìûé ñäâèã óðîâíåéïîðÿäêà (α/2π)α2 ∼ (α3/π), ÷òî ïðèìåðíî íà ïîðÿäîê ìåíü-øå ïîëó÷åííîãî çíà÷åíèÿ. Áîëåå òî÷íûé ðàñ÷¼ò, ïðîâîäèìûéâ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå, äà¼ò äëÿ ñìåùåíèÿ óðîâíÿ 2s1/2âåëè÷èíó

δE2 =
2α3

3π

(

ln
1

α
− 1, 089

)

Ry = 1034 Ì�ö ,à äëÿ ðàñùåïëåíèÿ óðîâíåé 2s1/2 è 2p1/2 � âåëè÷èíó

E2s1/2
− E2p1/2

= 1057, 91 ± 0, 01 Ì�öâ ïîëíîì ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì 1057, 90 ±
0, 06 Ì�ö.Â âîäîðîäîïîäîáíûõ èîíàõ ëýìáîâñêèé ñäâèã ðàñòåò êàê Z4.Îäèí ìíîæèòåëü Z âîçíèêàåò îò íåýêðàíèðîâàííîãî êóëîíîâ-ñêîãî ïîòåíöèàëà ÿäðà è Z3 � îò |ψ(0) |2.Çàäà÷à67.1. Íàéòè ñ ëîãàðè�ìè÷åñêîé òî÷íîñòüþ (ò. å. ñ÷èòàÿ
ln (1/α) ≫ 1) ïîïðàâêó ê êóëîíîâñêîìó âçàèìîäåéñòâèþ äâóõ÷àñòèö, îáóñëîâëåííóþ �ëóêòóàöèÿìè âàêóóìà ýëåêòðîìàãíèò-íîãî ïîëÿ. �àññìîòðåòü ñëåäóþùèå ñëó÷àè:à) ïîçèòðîíèé;á) ýëåêòðîíû â àòîìå ãåëèÿ;â) ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî m/M â àòîìå âîäîðîäà.

� 68. �àññåÿíèå ñâåòà 263� 68. �àññåÿíèå ñâåòàÄëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå ñâåòà íà àòîìåâîäîðîäà â óñëîâèÿõ, êîãäà äëèíà âîëíû ñâåòà ìíîãî áîëüøåðàçìåðîâ àòîìà: λ ≫ aB. Âçàèìîäåéñòâèå àòîìà ñ ýëåêòðîìàã-íèòíûì ïîëåì â ïåðâîì ïîðÿäêå îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðîì âîç-ìóùåíèÿ (66.4): V̂ = −er Ê(0), ãäå îïåðàòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïî-ëÿ Ê(r) îïðåäåë¼í â (65.15). Â ïåðâîì ïîðÿäêå âîçìîæíû òîëü-êî ïðîöåññû èñïóñêàíèÿ è ïîãëîùåíèÿ ñâåòà. �àññåÿíèå ñâåòàâîçíèêàåò âî âòîðîì ïîðÿäêå, êîãäà àòîì ïîãëîùàåò (èëè èñïóñ-êàåò) �îòîí ñ èìïóëüñîì ~k, ïåðåõîäÿ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

ψ0
i â ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå ψ0

n, à çàòåì àòîì èñïóñêàåò (èëèïîãëîùàåò) �îòîí ñ èìïóëüñîì ~k′, ïåðåõîäÿ â êîíå÷íîå ñî-ñòîÿíèå ψ0
f . �àññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðîöåññ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿñâåòà, êîãäà ψ0

i = ψ0
f = ψ100(r). Ó÷èòûâàÿ ýòè äâå âîçìîæíîñòè,çàïèøåì ý��åêòèâíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïðîöåññà Mfi (ñì.(63.13)), â êîòîðîì ýíåðãèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû àòîì

+ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå E0
i + ~ω ñîâïàäàåò ñ ýíåðãèåé êîíå÷-íîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû E0

f + ~ω′, à ýíåðãèÿ ïðîìåæóòî÷íîãîñîñòîÿíèÿ ðàâíà E0
n:

Mfi =
∑

n

(
V ′

fnVni

E0
i + ~ω − E0

n

+
VfnV

′
ni

E0
i − ~ω − E0

n

)

.Çäåñü Vni � ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ, ñîîò-âåòñòâóþùèé ïîãëîùåíèþ �îòîíà ñ èìïóëüñîì ~k, à V ′
fn � ìàò-ðè÷íûé ýëåìåíò òîãî æå îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèé èñïóñêà-íèþ �îòîíà ñ èìïóëüñîì ~k′ è ò. ä.Ó÷èòûâàÿ �îðìóëû (66.4) è (65.15), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþîöåíêó:

Mfi ∼
(√

2π~c2

ωV · ω

c

)2

e2

( |rni|2
∆E − ~ω

+
|rni|2

∆E + ~ω

)

∼
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∼ 2πe2a2
B

(
~ω

∆E − ~ω
+

~ω

∆E + ~ω

)

,ãäå ∆E = E0
n−E0

i . Ïðè êâàíòîâàíèè ïîëÿ ïðåäïîëàãàëàñü íîð-ìèðîâêà íà îäèí �îòîí âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, ïîýòîìó ïëîò-íîñòü ïîòîêà �îòîíîâ j� = c/V , à ýíåðãåòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòüêîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé

̺ =

∫

δ(Ef + ~ω′ − Ei − ~ω) 2
Vd3k′

(2π)3
∼ V ω2

π2~c3
.Òàê êàê ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî

dσ =
dwi→f

j� ,ãäå âåðîÿòíîñòü dwi→f ðàñ÷èòûâàåòñÿ ñîãëàñíî (63.13), òî â èòî-ãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

σ ∼ 2π

~

|Mfi|2̺
j� ∼ π(αaB)2

(ωaB

c

)2
(

~ω

∆E + ~ω
+

~ω

∆E − ~ω

)2

.Â ñëó÷àå ìàëûõ ÷àñòîò ~ω ≪ ∆E ∼ ~ωàò ïîëó÷àåì ðýëååâ-ñêîå ñå÷åíèå

σ ∼ πr2
e

(
ω

ωàò)4

,ãäå re = α2aB = e2/(mc2) � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà.Â ñëó÷àå áîëüøèõ ÷àñòîò ~ω ≫ ∆E ïîëó÷àåì òîìñîíîâñêîåñå÷åíèå

σ ∼ π(αaB)2
(ωaB

c

)2
(

~ωàò

~ω

)2

∼ πr2
e .Â ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå, ~ω = ∆E = E0

n − E0
i , íóæíî ó÷åñòüøèðèíó ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ:

E0
n → E0

n −
i

2
Γ , Γ ∼ α3

~ω .

� 69. Ìîëåêóëû 265Òîãäà ïîëó÷èì õàðàêòåðíîå ðåçîíàíñíîå ñå÷åíèå:
σ ∼ πa2

Bα4

(
~ω

Γ

)2

∼ π
a2

B

α2
∼ π λ2 ,ãäå λ ∼ aB/α = c/ωàò ïîðÿäêà äëèíû âîëíû ïàäàþùåãî ñâåòà.Çàäà÷à68.1. Íàéòè äè��åðåíöèàëüíîå è ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ�îòîíîâ ñ�åðè÷åñêèì ðîòàòîðîì, íàõîäÿùèìñÿ â îñíîâíîì ñî-ñòîÿíèè. �îòàòîð èìååò ìîìåíò èíåðöèè I è ýëåêòðè÷åñêèé äè-ïîëüíûé ìîìåíò d, íàïðàâëåííûé âäîëü îñè ðîòàòîðà.� 69. ÌîëåêóëûÌàëîñòü îòíîøåíèÿ ìàññ ýëåêòðîíà è ÿäðà m/M îáåñïå÷è-âàåò ïðèìåíèìîñòü àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ � ðàññìîò-ðåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ ïðè �èêñèðîâàííûõ êîîðäèíàòàõÿäåð Ri. Ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ E ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñèò îò Ri,÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü E(Ri) êàê ïîòåíöèàë äëÿ ÿäåð.Ñîîòíîøåíèå ýëåêòðîííûõ, êîëåáàòåëüíûõ è âðàùàòåëüíûõ÷àñòîò

ωelect : ωosc : ωrot ∼ 1 :

√
m

M
:

m

Mñëóæèò êîëè÷åñòâåííûì îïðàâäàíèåì àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëè-æåíèÿ (ñì. [1℄, � 78).Çàäà÷à68.1. Íàéòè ïðÿìûì âàðèàöèîííûì ìåòîäîì ïîòåíöèàëüíóþêðèâóþ U(R) èîíà H+
2 . Â êà÷åñòâå ïðîáíîé �óíêöèè âûáðàòü

ψg(r,R) = C+(R)
[
ψ

(
r − 1

2R
)

+ ψ
(
r + 1

2R
)]

,
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ψ(r) =
e−r/β

(πβ)3/2
,

β � âàðèàöèîííûé ïàðàìåòð è ±R/2 � êîîðäèíàòû ÿäåð.�àññìîòðåòü òàêæå ïîòåíöèàëüíóþ êðèâóþ U(R) äëÿ ïðîá-íîé �óíêöèè

ψu(r,R) = C−(R)
[
ψ

(
r − 1

2R
)
− ψ

(
r + 1

2R
)]

.

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ: Î ÔÎ�ÌÀËÈÇÌÅÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈÎñíîâíûå ïîëîæåíèÿÄàäèì êðàòêèé ïåðå÷åíü îñíîâíûõ ïîëîæåíèé ìàòåìàòè÷å-ñêîãî �îðìàëèçìà êâàíòîâîé ìåõàíèêè:à) ñîñòîÿíèþ �èçè÷åñêîé ñèñòåìû ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîð ñî-ñòîÿíèÿ |Ψ〉 èç ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà;b) �èçè÷åñêîé âåëè÷èíå F ñîïîñòàâëÿåòñÿ ëèíåéíûé ýðìèòîâîïåðàòîð F̂ ;
) �èçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà F ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ f îïåðàòîðà F̂ ;d) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå çíà÷åíèé âåëè÷èíû F â ñîñòî-ÿíèè |Ψ〉 îïðåäåëÿåòñÿ äèàãîíàëüíûì ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì

〈Ψ| F̂ |Ψ〉;e) çàêîí ýâîëþöèè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòî-ðîì �àìèëüòîíà ñèñòåìû Ĥ ñîãëàñíî óðàâíåíèþ

i~
∂

∂t
|Ψ〉 = Ĥ |Ψ〉 .Âåêòîðà ñîñòîÿíèé è âîëíîâûå �óíêöèèÂåêòîð ñîñòîÿíèÿ |Ψf〉 ≡ |f〉 ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìå, ñîñòî-ÿíèå êîòîðîé çàäàíî êëàññè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè

f = (f1, f2, ..., fN) ,êîòîðûå ìîæíî èçìåðÿòü îäíîâðåìåííî.267
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|Ψp〉 ≡ |p〉 � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû ñ îïðåäåë¼ííûì çíà-÷åíèåì èìïóëüñà p;

|Ψr〉 ≡ |r〉 � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû, ëîêàëèçîâàííîé âòî÷êå r.Âñå âîçìîæíûå âåêòîðû ñîñòîÿíèé îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðî-ñòðàíñòâî, â êîòîðîì îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-òîðîâ ñîñòîÿíèé |Ψ〉 è |Φ〉, îíî îáîçíà÷àåòñÿ êàê 〈Ψ|Φ〉 =

〈Φ|Ψ〉∗, ãäå 〈Ψ| � âåêòîð èç ñîïðÿæ¼ííîãî ïðîñòðàíñòâà.Â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé ìîæíî âûáðàòü ïîëíûéíàáîð íåçàâèñèìûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ |f〉 òàêèõ,÷òî

〈f |f ′〉 = δff ′ .Ýòîò íàáîð îáðàçóåò áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Âûáîð áà-çèñà íåîäíîçíà÷åí. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âûáîð áàçèñà íàçû-âàåòñÿ âûáîðîì ïðåäñòàâëåíèÿ .Âîëíîâûå �óíêöèè. Ëþáîé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |Ψ〉 çàäàåòñÿñâîèìè ïðîåêöèÿìè 〈f |Ψ〉 íà áàçèñíûå âåêòîðà |f〉:

|Ψ〉 =
∑

f

|f〉〈f |Ψ〉 =
∑

f

|f〉ψ(f) .Ïðîåêöèÿ 〈f |Ψ〉 ≡ ψ(f), ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðè ðàçëè÷íûõ f ,íàçûâàåòñÿ âîëíîâîé �óíêöèåé äàííîãî ñîñòîÿíèÿ â f -ïðåä-ñòàâëåíèè.Åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè |Ψf〉, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà F̂ , ò. å.
F̂ |Ψf〉 = f |Ψf〉 ,òî ïðè èçìåðåíèè âåëè÷èíû F áóäåò ïîëó÷åíî çíà÷åíèå, ðàâíîå

f , ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Ñðåäíåå çíà÷åíèå F ïî ïðîèçâîëü-

269íîìó ñîñòîÿíèþ |Ψ〉 ðàâíî

〈Ψ| F̂ |Ψ〉 =
∑

ff ′
〈Ψ|f〉〈f | F̂ |f ′〉〈f ′|Ψ〉 =

∑

f

f |ψ(f)|2 ,ò. å. ïðè èçìåðåíèè âåëè÷èíû F â ñîñòîÿíèè |Ψ〉 áóäåò ïîëó÷åíîîäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé f îïåðàòîðà F̂ ñ âåðîÿòíîñòüþ
|ψ(f)|2. Îòñþäà âèäíî, ÷òî |ψ(f)|2 � ýòî âåðîÿòíîñòü íàéòè çíà-÷åíèå f . Âîëíîâóþ �óíêöèþ ψ(f) íàçûâàþò òàêæå àìïëèòóäîéâåðîÿòíîñòè.Ïðåîáðàçîâàíèå âîëíîâîé �óíêöèè ê äðóãîìó ïðåäñòàâëå-íèþ çàäà¼òñÿ �îðìóëîé13

ψ(g) =
∑

f

〈g|f〉ψ(f) ,ãäå âîëíîâàÿ �óíêöèÿ 〈g|f〉 = ψf(g) = ψ∗
g(f) îïðåäåëÿåò ñâÿçüäâóõ áàçèñîâ.Ïðèìåð: âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ÷àñòèöû ñ îïðåäåë¼ííûì èìïóëü-ñîì â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè (ñì. � 1.2)

〈r|p〉 = ψp(r) =
eipr/~

(2π~)3/2
.Òîãäà äëÿ ëþáîé âîëíîâîé �óíêöèè ñ ó÷¼òîì

〈r|p〉 = 〈p|r〉∗èìååì:
ψ(p) = 〈p|Ψ〉 =

∑

r

〈p|r〉〈r|Ψ〉 =

∫
e−ipr/~

(2π~)3/2
ψ(r) d3r ;

ψ(r) = 〈r|Ψ〉 =
∑

p

〈r|p〉〈p|Ψ〉 =

∫
eipr/~

(2π~)3/2
ψ(p) d3p .13Åñëè âåëè÷èíà f ïðèíèìàåò íåïðåðûâíûé ðÿä çíà÷åíèé, òî â ýòîé �îð-ìóëå ñëåäóåò çàìåíèòü ñóììó íà èíòåãðàë ∑

f . . . →
∫

. . . df , à â óñëîâèèîðòîíîðìèðîâêè 〈f |f ′〉 = δff ′ ñèìâîë δff ′ ñëåäóåò çàìåíèòü íà δ-�óíêöèþ

δ(f − f ′).



270 Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ: Î ÔÎ�ÌÀËÈÇÌÅ ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈÎïåðàòîðû. Ñâÿçü ïðåäñòàâëåíèéÅñëè îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå âåêòîð ñîñòî-ÿíèÿ |Ψ〉 â âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |Φ〉, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàí îïåðà-òîð Ĝ:

|Φ〉 = Ĝ |Ψ〉 .Ìàòðèöà îïåðàòîðà. Äåéñòâèå îïåðàòîðà Ĝ íà áàçèñíûé âåê-òîð ñîñòîÿíèÿ |f〉 çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé Gf ′f = 〈f ′| Ĝ |f〉:

Ĝ|f〉 =
∑

f ′
|f ′〉〈f ′| Ĝ |f〉 =

∑

f ′
|f ′〉Gf ′f .Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ

Ĝ|Ψ〉 =
∑

f

|f〉〈f | Ĝ |Ψ〉 =
∑

ff ′
|f〉〈f | Ĝ |f ′〉〈f ′|Ψ〉 =

=
∑

ff ′
|f〉Gff ′ψ(f ′) .Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð

Ĝ =
∑

ff ′
|f〉Gff ′〈f ′|ïîëíîñòüþ îïðåäåë¼í, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöàGff ′. Äåéñòâèåîïåðàòîðà íà âîëíîâóþ �óíêöèþ ïîëó÷èì, ïðîåöèðóÿ ñîîòíî-øåíèå |Φ〉 = Ĝ|Ψ〉 íà f -áàçèñ:

ϕ(f) = 〈f |Φ〉 =
∑

f ′
Gff ′ψ(f ′); ψ(f ′) = 〈f ′|Ψ〉.Ñâÿçü îïåðàòîðîâ â ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ:

Gff ′ = 〈f | Ĝ |f ′〉 =
∑

gg′
〈f |g〉〈g| Ĝ |g′〉〈g′|f ′〉 =

=
∑

gg′
〈f |g〉Ggg′〈g′|f ′〉 .
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〈p′| p̂ |p〉 = δ(p′ − p)p ;â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè �
〈r′| p̂ |r〉 =

∫

ψ∗
r′(p

′)p δ(p′ − p) ψr(p) d3pd3p′ =

= −i~
∂

∂(r′ − r)
δ(r′ − r) .Åãî äåéñòâèå íà âîëíîâóþ �óíêöèþ ψ(r) ñâîäèòñÿ ê äè��åðåí-öèðîâàíèþ

∫

〈r| p̂ |r′〉ψ(r′) d3r′ = −i~
∂ψ(r)

∂r
.Àíàëîãè÷íî

〈r′| r̂ |r〉 = δ(r′ − r) r ; 〈p′| r̂ |p〉 = i~
∂

∂(p′ − p)
δ(p′ − p) .

∫

〈p| r̂ |p′〉ψ(p′) d3p′ = i~
∂ψ(p)

∂p
.Íà ýòèõ ïðèìåðàõ âèäíî, ÷òî ìàòðèöû îïåðàòîðîâ r̂ è p̂ (èïîñòðîåííûå èç íèõ) ïðîïîðöèîíàëüíû δ-�óíêöèè èëè åå ïðî-èçâîäíîé:

Gff ′ = ĜS(f) δ(f ′ − f) .Èõ äåéñòâèå íà âîëíîâóþ �óíêöèþ ñâîäèòñÿ ê äåéñòâèþ íàâîëíîâóþ �óíêöèþ îïåðàòîðà ĜS(f):

∑

f ′
Gff ′ ψ(f ′) = ĜS(f) ψ(f) .Îïåðàòîð ĜS(f) îáû÷íî íàçûâàþò øð¼äèíãåðîâñêèì îïåðàòî-ðîì â f -ïðåäñòàâëåíèè (â îòëè÷èå îò ìàòðè÷íîãî Gff ′). Â ÷àñò-íîñòè, â r-ïðåäñòàâëåíèè

r̂S = r , p̂S = −i~
∂

∂r
;
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r̂S = +i~
∂

∂p
, p̂S = p .
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