
1 �á ¬¡«ì ¢ áâ â¨áâ¨ç¥áª®© ¬¥å ¨ª¥

"�®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì á¥¡¥ ¡®«ìè®¥ ç¨á«® á¨áâ¥¬ ®¤¨ ª®¢®© ¯à¨à®¤ë,

®â«¨ç îé¨åáï ¤àã£ ®â ¤àã£  ª®ä¨£ãà æ¨ï¬¨ ¨ áª®à®áâï¬¨, ª®â®àë¬¨ ®¨

®¡« ¤ îâ ¢ ¤ ë© ¬®¬¥â, ¨ ®â«¨ç îé¨åáï ¥ â®«ìª® ¡¥áª®¥ç® ¬ «®,

® ¬®¦¥â ¡ëâì ¨ â ª, çâ® ®å¢ âë¢ ¥âáï ª ¦¤ ï ¢®§¬®¦ ï ª®¬¡¨ æ¨ï

ª®ä¨£ãà æ¨© ¨ áª®à®áâ¥©. �à¨ íâ®¬ ¬ë ¬®¦¥¬ ¯®áâ ¢¨âì § ¤ çã ¥ â ª,

çâ®¡ë á«¥¤¨âì §  ®â¤¥«ì®© á¨áâ¥¬®© ¢® ¢á¥å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì® ¯à®å®¤¨¬ëå

¥î ª®ä¨£ãà æ¨ïå,   çâ®¡ë ®¯à¥¤¥«¨âì, ª ª ¡ã¤¥â à á¯à¥¤¥«¥® ¯®«®¥ ç¨-

á«® á¨áâ¥¬ ¯® à §«¨çë¬ ª®ä¨£ãà æ¨ï¬ ¨ áª®à®áâï¬ ¢ «î¡®© âà¥¡ã¥¬ë©

¬®¬¥â, ¥á«¨ â ª®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ¡ë«® § ¤ ® ¤«ï ª ª®£®{«¨¡® ¬®¬¥â 

¢à¥¬¥¨. �à¨ â ª®¬ ¨áá«¥¤®¢ ¨¨ ®á®¢ë¬ ãà ¢¥¨¥¬ ï¢«ï¥âáï ãà ¢¥¨¥,

®¯à¥¤¥«ïîé¥¥ áª®à®áâì ¨§¬¥¥¨ï ç¨á«  á¨áâ¥¬, § ª«îç¥ëå ¢ «î¡ëå ¡¥á-

ª®¥ç® ¬ «ëå ¨â¥à¢ « å ª®ä¨£ãà æ¨© ¨ áª®à®áâ¥©."

�¦®§ ©ï �¨«« à¤ �¨¡¡á

1.1 �à®¢¨ ®¯¨á ¨ï ¢ áâ â¨áâ¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¥ ¨ å à ªâ¥à § ¤ ç

� áâ â¨áâ¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¥ ¨¬¥îâ ¤¥«® á â¥¬ ¦¥ á ¬ë¬ ®¡ê¥ªâ®¬, çâ® ¨
¢ â¥à¬®¤¨ ¬¨ª¥ { ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª¨¬ â¥«®¬, á®áâ®ïé¨¬ ¨§ ¡®«ìè®£® ç¨á« 
í«¥¬¥â àëå á®áâ ¢«ïîé¨å N � NA = 6 � 1023 ¬®«ì�1. �® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â
â¥à¬®¤¨ ¬¨ª¨, ¢ à ¬ª å ª®â®à®© ®¡à é îâáï ª íªá¯¥à¨¬¥â «ìë¬ ¤ -
ë¬ ® ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª¨å ¢¥«¨ç¨ å, ¬¥â®¤ë áâ â¨áâ¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨ ¯®§¢®-
«ïîâ:

� ¢ëç¨á«ïâì â¥à¬®¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥ ¯ à ¬¥âàë (ãà ¢¥¨ï á®áâ®ï¨ï) ¨á-
å®¤ï ¨§ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨© ® ¬¨ªà®áª®¯¨ç¥áª®¬ ãáâà®©áâ¢¥ á¨áâ¥¬ë { ¨§
ç¥£® ®  á®áâ®¨â ¨ ª ª ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢ãîâ ¬¥¦¤ã á®¡®© á®áâ ¢«ïîé¨¥;

� ¨áá«¥¤®¢ âì á¢®©áâ¢    ¬¨ªà®ãà®¢¥ ¨áå®¤ï ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ ¨§¬¥à¥¨ï
¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª¨å ¢¥«¨ç¨.

�å¥¬ â¨ç® ª àª á áâ â¨áâ¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨ ¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥,
¨««îáâà¨àãîé¥¬ ¨¤¥î ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®£® á®ªà é¥¨ï ®¯¨á ¨ï ¬ ªà®á¨-
áâ¥¬ë.
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� ªà®â¥«® { á¨áâ¥¬  á ¡®«ìè¨¬ ç¨á«®¬ áâ¥¯¥¥© á¢®¡®¤ë,
¯®¤ç¨ïîé¨åáï ª« áá¨ç¥áª®© ¨«¨ ª¢ â®¢®© £ ¬¨«ìâ®®¢®©

¤¨ ¬¨ª¥

�®æ¥¯æ¨ï  á ¬¡«ï =) +

�à ¢¥¨¥ �¨ã¢¨««ï

�à ¢¥¨¥ ä® �¥©¬  

�¥®¡à â¨¬®áâì ¢®§¨ª ¥â ¨§-§  +
á£« ¦¨¢ ¨ï ¯® ¬ «®© ®¡« áâ¨

ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢  ("®£àã¡«¥¨¥")

�á«®¢¨¥ ¤¨áá¨¯ â¨¢®áâ¨:
¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨¥ (áâ®å áâ¨§ æ¨ï)

�®áâ®ï¨¥ á¨áâ¥¬ë å à ª- +
â¥à¨§ã¥âáï ®¤®ç áâ¨ç®©

äãªæ¨¥© à á¯à¥¤¥«¥¨ï f1(~r; t)

�¨¥â¨ç¥áª ï

áâ ¤¨ï

�®ª «ì®¥ ¬ ªá¢¥««®¢áª®¥ +
à á¯à¥¤¥«¥¨¥ ¨ «®ª «ìë¥

å à ªâ¥à¨áâ¨ª¨ n(~r; t), U(~r; t), �(~r; t)

�¨¤à®¤¨ ¬¨ç¥áª ï áâ ¤¨ï

(¥à ¢®¢¥á ï â¥à¬®¤¨ ¬¨ª )

� ªá¨¬ «ì ï ¥ãáâ®©ç¨¢®áâì +
¬¥å ¨ç¥áª®£® ¤¢¨¦¥¨ï {
à §àãè¥¨¥ ¢á¥å ¨â¥£à «®¢

¤¢¨¦¥¨ï, ªà®¬¥ í¥à£¨¨

� ¢®¢¥á®¥ á®áâ®ï¨¥:
ã¨¢¥àá «ì®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥ �¨¡¡á 
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�à¨¢¥¤¥¬ ¯¥à¥ç¥ì § ¤ ç, ®â¢¥ç îé¨å (ãá«®¢®) ª ¦¤®© ¨§ 5 áâ ¤¨©
í¢®«îæ¨¨ á¨áâ¥¬ë, ¨§®¡à ¦¥®©   áå¥¬¥.

� 1, 2 { § ¤ ç¨ ®¡®á®¢ ¨ï: ª ª¨¬ ®¡à §®¬ ¯à¨à®¤  "®£àã¡«ï¥â" á¨-
áâ¥¬ã (íà£®¤¨ç®áâì, ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨¥, çâ®{â® ¥é¥?); ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨¥
ï¢«ï¥âáï ¡®«¥¥ ¢ ¦ë¬ á¢®©áâ¢®¬, ¥¦¥«¨ á®¡áâ¢¥® íà£®¤¨ç®áâì,
® ®® ¨ç¥£® ¥ £®¢®à¨â ¨ ® áª®à®áâ¨, á ª®â®à®© á¨áâ¥¬  ¯à¨¡«¨¦ -
¥âáï ª à ¢®¢¥á®¬ã á®áâ®ï¨î, ¨ ® ¬ «®áâ¨ ä«ãªâã æ¨© ¢ ¡®«ìè¨å
á¨áâ¥¬ å;

� 3 { § ¤ ç¨ ä¨§¨ç¥áª®© ª¨¥â¨ª¨ ª®ªà¥âëå á¨áâ¥¬: ¯à®æ¥ááë ¢ ¥®¤-
®à®¤ëå ¨ ¥áâ æ¨® àëå ãá«®¢¨ïå, áâ æ¨® àë¥ ¯à®æ¥ááë ¯¥à¥-
®á  { ¤¨ääã§¨ï, â¥¯«®¯à®¢®¤®áâì, ¢ï§ª®áâì ¨ â. ¯.;

� 4 { § ¤ ç¨ ¬¥å ¨ª¨ á¯«®èëå áà¥¤: â¥ç¥¨¥ ¨¤¥ «ì®© ¨ ¢ï§ª®© ¦¨¤-
ª®áâ¥©, âãà¡ã«¥â®áâì, ã¤ àë¥ ¢®«ë, ¯®£à ¨çë¥ ï¢«¥¨ï, à¥«ï-
â¨¢¨áâáª ï £¨¤à®¤¨ ¬¨ª , á¢¥àåâ¥ªãç¥áâì ¨ â. ¤.;

� 5 { § ¤ ç¨ ¯à¨ª« ¤®£® å à ªâ¥à  ¨§ à §«¨çëå ®¡« áâ¥© ä¨§¨ª¨ {
ä¨§¨ª¨ â¢¥à¤®£® â¥« , ¬ £¥â¨§¬ , ä¨§¨ª¨ ¨§ª¨å â¥¬¯¥à âãà, ä¨§¨ª¨
§¢¥§¤, í¢®«îæ¨¨ �á¥«¥®©, ï¤¥à®© ä¨§¨ª¨ ¨ ¤à.

1.2 �®ïâ¨¥ áâ â¨áâ¨ç¥áª®£®  á ¬¡«ï

� ª« áá¨ç¥áª®© ¬¥å ¨ª¥ á¨áâ¥¬  ¨§ s áâ¥¯¥¥© á¢®¡®¤ë ®¯¨áë¢ ¥âáï

ãà ¢¥¨ï¬¨ � ¬¨«ìâ® 

_qi =
@H

@pi
; _pi = �

@H

@qi
; i = 1; s: (1)

§¤¥áì H = H(q1; : : : ; qs; p1; : : : ; ps; t) { äãªæ¨ï � ¬¨«ìâ®  ¬¥å ¨ç¥áª®©

á¨áâ¥¬ë, qi; pi { ®¡®¡é¥ë¥ ª®®à¤¨ âë ¨ ¨¬¯ã«ìáë. � § «®áì ¡ë, à¥è¨¢
á¨áâ¥¬ã 2s ãà ¢¥¨© (1) á  ç «ìë¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨ q0i = qi(0), p0i = pi(0),
¯®«ãç¨¬ ®¯¨á ¨¥ á¢®©áâ¢ ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª®£® ®¡ê¥ªâ . �® íâ® ¥ â®â ¯ãâì,
ª®â®àë© ¯à¨¢®¤¨â ª ãá¯¥åã. � ¤¥«® ¤ ¦¥ ¥ ¢ â®¬, çâ®¡ë ¯à¥®¤®«¥âì ¢ë-
ç¨á«¨â¥«ìë¥ âàã¤®áâ¨ (á®¢à¥¬¥ë¥ ��� ¯®§¢®«ïîâ ¤¥â «ì® ¨áá«¥¤®-
¢ âì ¬®«¥ªã«ïàãî ¤¨ ¬¨ªã á¨áâ¥¬ ¨§ 103 ¨ ¡®«¥¥ ç áâ¨æ). �¥«® ¢ â®¬,
çâ®:
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� á ¬ á¬ëá« ä¨§¨ç¥áª¨å ¢¥«¨ç¨   ¬¨ªà®ãà®¢¥ ®â«¨ç¥ ®â á¬ëá« 

  ¬ ªà®ãà®¢¥; ¢ ç áâ®áâ¨, ¯«®â®áâì ¢¥é¥áâ¢  ¥áâì äãªæ¨ï ª®-
®à¤¨ â ¨ ¨¬¯ã«ìá®¢ ç áâ¨æ, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ç¥£® ®  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ä«ãª-
âã¨àãîéãî ¢¥«¨ç¨ã { äãªæ¨î á á¨£ã«ïà®áâï¬¨, â®£¤  ª ª  

¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª®¬ ãà®¢¥ íâ® £« ¤ª ï äãªæ¨ï, ª ª ¯à ¢¨«®, ¥¯à¥-
àë¢ ï, áª®à®áâì ¨§¬¥¥¨ï ª®â®à®© ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥¡®«ìè¨¬ ç¨á«®¬

¬ ªà®¯ à ¬¥âà®¢, ® ¨ª ª ã¦, ¢® ¢áïª®¬ á«ãç ¥, ¥ ¡¥§ã¬® ¡®«ìè¨¬
ç¨á«®¬ ¬¨ªà®¯ à ¬¥âà®¢ fq0i ; p

0
i g § ¤ îé¨å ¨áå®¤ãî ¬¨ªà®ª®ä¨£ã-

à æ¨î; â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë á®åà ¨âì ¯®ïâ¨¥ ¯«®â®áâ¨ ¥®¡å®-
¤¨¬® áä®à¬ã«¨à®¢ âì ¯à ¢¨«® á®®â¢¥âáâ¢¨ï, ãáâ  ¢«¨¢ îé¥¥ ®¤®-
§ çãî á¢ï§ì ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª¨å ¢¥«¨ç¨ ¨ ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å äãªæ¨©;

� § ¤ ¨¥  ç «ìëå ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª¨å ãá«®¢¨© ¢®¢á¥ ¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â ®¤-
®§ ç® ¬¥å ¨ç¥áª¨¥  ç «ìë¥ ãá«®¢¨ï: á § ¤ ë¬¨ ¬ ªà®ãá«®-
¢¨ï¬¨ á®¢¬¥áâ¨¬® ¥®¡®§à¨¬® ¡®«ìè®¥ ç¨á«® ¬¨ªà®ª®ä¨£ãà æ¨©.

�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¬¥å ¨ç¥áª®¥ ®¯¨á ¨¥ ¬ ªà®á¨áâ¥¬ë, â. ¥. ®¯¨á -
¨¥ ¥¥ á¢®©áâ¢   ®á®¢¥ ãà ¢¥¨© ¤¢¨¦¥¨ï ¤«ï ç áâ¨æ, á®áâ ¢«ïîé¨å
íâã á¨áâ¥¬ã, ï¢«ï¥âáï ¨§¡ëâ®ç® ¨ä®à¬ â¨¢ë¬. �á¥ ¬¥å ¨ç¥áª¨¥  -
ç «ìë¥ ãá«®¢¨ï, á®¢¬¥áâ¨¬ë¥ á ¤ ë¬¨ ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª¨¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨,
á«¥¤ã¥â à áá¬ âà¨¢ âì ª ª à ¢®¯à ¢ë¥. �¤¨ ¨§ á¯®á®¡®¢ à¥ «¨§ æ¨¨

â ª®© ¨¤¥¨ § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® ¢á¥¬ ¢®§¬®¦ë¬ á®áâ®ï¨ï¬ à áá¬ -
âà¨¢ ¥¬®© á¨áâ¥¬ë ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â ¯à¨¯¨áë¢ ¥âáï ®¯à¥¤¥«¥ë© ¢¥á.
� ¯à¨¬¥à, ¬®¦® ¡ë«® ¡ë § ¤ âì ®¤¨ ª®¢ë© ¥ã«¥¢®© ¢¥á ¢á¥¬ á®áâ®-
ï¨ï¬, á®¢¬¥áâ¨¬ë¬ á ¤ ë¬¨ ¬ ªà®ãá«®¢¨ï¬¨,   ¢á¥¬ ¥á®¢¬¥áâ¨¬ë¬

{ ã«¥¢®© (¬¨ªà®ª ®¨ç¥áª®¥ à á¯à¥¤¥«¥¨¥). � â¥¬ ¥®¡å®¤¨¬® áä®à-
¬ã«¨à®¢ âì ¯à ¢¨«® á®®â¢¥âáâ¢¨ï ¬¨ªà®{ ¨ ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª¨å ¢¥«¨ç¨:
 ¡«î¤ ¥¬ãî ¢¥«¨ç¨ã ¡ã¤¥¬ ®â®¦¤¥áâ¢«ïâì á® áà¥¤¨¬ § ç¥¨¥¬ á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¥© ¤¨ ¬¨ç¥áª®© äãªæ¨¨. �á®, çâ® ¥¢®§¬®¦® âà¥¡®¢ âì ¢
â ª®¬ ¯®¤å®¤¥ ¤¥â «ì®£® ¯à¥¤áª § ¨ï à¥§ã«ìâ â®¢ «î¡®£® íªá¯¥à¨¬¥â ,
® ¬®¦®  ¤¥ïâìáï, çâ® ãáà¥¤¥ë© à¥§ã«ìâ â ¡®«ìè®£® ç¨á«  íªá¯¥à¨-
¬¥â®¢, ¢ë¯®«¥ëå ¯à¨ ®¤¨ ª®¢ëå ãá«®¢¨ïå, ¡ã¤¥â ¯à¥¤áª §  ¢¥à®.

�á«¨ ¯à¨ ¤¥â «ì®¬ ¤¨ ¬¨ç¥áª®¬ ®¯¨á ¨¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¬ ®¡ê¥ª-
â®¬, ¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¬ á®áâ®ï¨¥ á¨áâ¥¬ë, ï¢«ï¥âáï â®çª  ¢ ä §®¢®¬ ¯à®-

6



áâà áâ¢¥ (¯à®áâà áâ¢¥ 2s ¨§¬¥à¥¨©, £¤¥ s { ç¨á«® áâ¥¯¥¥© á¢®¡®¤ë á¨-
áâ¥¬ë), â® ¢ áâ â¨áâ¨ç¥áª®¬ ¯®¤å®¤¥ { íâ® á®¢®ªã¯®áâì â®ç¥ª ¢ ä §®¢®¬
¯à®áâà áâ¢¥, ¯à¨ç¥¬ ª ¦¤ ï ¨§ ¨å å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ®¯à¥¤¥«¥ë¬ ¢¥-
á®¬, ¢ëà ¦¥ë¬ ¥ª®â®àë¬ ç¨á«®¬. � ªãî á®¢®ªã¯®áâì â®ç¥ª á ¢¥á®¬

 §ë¢ îâ áâ â¨áâ¨ç¥áª¨¬  á ¬¡«¥¬. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, áâ â¨áâ¨ç¥áª¨©
 á ¬¡«ì { íâ® ¬®¦¥áâ¢® ª®¯¨© à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á¨áâ¥¬ë, ¯à¥¤áâ ¢«ïî-
é¨å à §«¨çë¥ ¢®§¬®¦ë¥ ¥¥ ¬¨ªà®áª®¯¨ç¥áª¨¥ á®áâ®ï¨ï.

1.3 �¥áª®«ìª® á«®¢ ®¡ íà£®¤¨ç¥áª®© £¨¯®â¥§¥ ¨ ®¡®á®¢ ¨¨ áâ -

â¨áâ¨ç¥áª®© ¬¥å ¨ª¨

�®§¢à â¨¬áï ª ¢®¯à®áã ®¡ ãáâ ®¢«¥¨¨ á®®â¢¥âáâ¢¨ï ¬¥¦¤ã ¤¨ ¬¨-
ç¥áª¨¬¨ äãªæ¨ï¬¨ b(X; t) ¨ ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª¨¬¨  ¡«î¤ ¥¬ë¬¨ B. �.
�®«ìæ¬  ¯à¥¤«®¦¨« á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨¥:

B = lim
t!1

1

t

tZ
0

b(X; t)dt;

(X { ä §®¢ë¥ ¯¥à¥¬¥ë¥). �® ¥áâì ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª ï ¢¥«¨ç¨  ¯à¥¤áâ -
¢«ï¥â á®¡®© áà¥¤¥¥ ¯® ¡¥áª®¥ç® ¡®«ìè®¬ã ¯à®¬¥¦ãâªã ¢à¥¬¥¨ ®â ¤¨-
 ¬¨ç¥áª®© äãªæ¨¨.

�  ®á®¢¥ íâ®£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï ¡ë«  ¤®ª §   íà£®¤¨ç¥áª ï â¥®à¥¬ 

�¨àª£®ä : 1) áà¥¤¥¥ b ¨¬¥¥â ®¤® ¨ â® ¦¥ § ç¥¨¥ ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ ä -
§®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥ (â. ¥. ¥ § ¢¨á¨â ®â X); 2) áà¥¤¥¥ ¯® ¢à¥¬¥¨ ®â b
à ¢® ä §®¢®¬ã áà¥¤¥¬ã:

b = hbi �
Z
�

b(X; t)d�: (2)

�®á«¥¤¥¥ ®§ ç ¥â, çâ® á¨áâ¥¬  ¯à®¢®¤¨â à ¢®¥ ¢à¥¬ï ¢ ®¤¨ ª®¢ëå ¯®
®¡ê¥¬ã ®¡« áâïå ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢ . �¥®à¥¬  �¨àª£®ä  ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
¤«ï ¬¥âà¨ç¥áª¨ ¥à §«®¦¨¬ëå á¨áâ¥¬: ä §®¢®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¥«ì§ï à §-
¡¨âì   ¤¢¥ ¨¢ à¨ âë¥ ç áâ¨ â ª, çâ®¡ë ®¤  ¨§ ¨å ¥ ®¡« ¤ «  ã«¥-
¢®© ¬¥à®©.

�¥àã d� ¡¥áª®¥ç® ¬ «®© ®¡« áâ¨ ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢  ¬®¦® § -
¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥

d� = %(X)dX;
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£¤¥ %(X) � 0 ¢ë¡¨à ¥âáï â ª, çâ®¡ë ¬¥à  ¢á¥£® ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢  �
¡ë«  à ¢  1: Z

�

d� =
Z
�

%(X)dX = 1:

�â ª, ¢¬¥áâ® ®¤®© á¨áâ¥¬ë ¢¢®¤ïâ ¢ à áá¬®âà¥¨¥ ¡¥áª®¥ç®¥ ª®-
«¨ç¥áâ¢® â®¦¤¥áâ¢¥ëå ª®¯¨© íâ®© á¨áâ¥¬ë, à á¯à¥¤¥«¥ëå ¥¯à¥àë¢®
(ª« áá¨ç¥áª ï ¬¥å ¨ª ) ¨«¨ ¤¨áªà¥â® (ª¢ â®¢ ï ¬¥å ¨ª ) ¢ ä §®¢®¬
¯à®áâà áâ¢¥. �®¦¥áâ¢® â ª¨å á¨áâ¥¬ ¨ ¥áâì  á ¬¡«ì. �«®â®áâì à á-
¯à¥¤¥«¥¨ï ¨§®¡à ¦ îé¨å â®ç¥ª %(X) ¨â¥à¯à¥â¨àã¥âáï ª ª ¯«®â®áâì ¢¥-
à®ïâ®áâ¨  å®¦¤¥¨ï  è¥© á¨áâ¥¬ë ¢ ¤ ®© â®çª¥ ä §®¢®£® ¯à®áâà -
áâ¢  (â. ¥. ¢ ¤ ®¬ ¬¨ªà®á®áâ®ï¨¨),   ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª ï ¢¥«¨ç¨  B
®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¥ ®¦¨¤ ¨¥ (áà¥¤¥¥ § ç¥¨¥) á«ãç ©®©
¯¥à¥¬¥®© b. �¢¥¤¥¨¥  á ¬¡«ï ®§ ç ¥â, çâ® ç¨áâëå á®áâ®ï¨© ¥¤®áâ -
â®ç® ¤«ï ®¯¨á ¨ï à¥ «ìëå á¨áâ¥¬ { ¥®¡å®¤¨¬ë á¬¥è ë¥ á®áâ®ï¨ï.

�ãé¥áâ¢ãîâ á®®¡à ¦¥¨ï, § áâ ¢«ïîé¨¥ áç¨â âì, çâ® íà£®¤¨ç®áâ¨
¥¤®áâ â®ç® ¤«ï ®¡®á®¢ ¨ï áâ â¨áâ¨ç¥áª®© ¬¥å ¨ª¨. �®ª §   â¥®-
à¥¬  (�¨ ©, 1970) ®¡ íà£®¤¨ç®áâ¨ á¨áâ¥¬ á N > 2, ª®£¤  ¨ ® ª ª¨å

áâ â¨áâ¨ç¥áª¨å á¢®©áâ¢ å £®¢®à¨âì ¥ ¯à¨å®¤¨âáï, ¯®áª®«ìªã ¢ áâ â¨áâ¨-
ç¥áª¨å á¨áâ¥¬ å N � 1. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¢ «¥¢®© ç áâ¨ (2) ¥â § ¢¨á¨-
¬®áâ¨ ®â ¢à¥¬¥¨, ¯®íâ®¬ã íà£®¤¨ç¥áª ï â¥®à¥¬  áâ ®¢¨âáï ¡¥á¯®«¥§®©
¯à¨ ®¯¨á ¨¨ ¥à ¢®¢¥áëå á¨áâ¥¬.

�â â¨áâ¨ç¥áª¨ à ¢®¢¥á®¥ ¨ ¤¨ ¬¨ç¥áª®¥ ®¯¨á ¨ï ï¢«ïîâáï ªà ©-
¨¬¨ á«ãç ï¬¨, ¬¥¦¤ã ª®â®àë¬¨  å®¤¨âáï ¢á¥ ¬®£®®¡à §¨¥ ¥à ¢®¢¥á-
ëå ¯à®æ¥áá®¢, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å à §«¨ç®© áâ¥¯¥¨ ¥®¯à¥¤¥«¥®áâ¨ ¬¨-
ªà®áª®¯¨ç¥áª®£® ®¯¨á ¨ï. �«îç¥¢®© ¢®¯à®á {   ª ª®© áâ ¤¨¨ í¢®«îæ¨¨
á¨áâ¥¬ë ¢®§¨ª îâ áâ â¨áâ¨ç¥áª¨¥ á¢®©áâ¢  ¨ ¬ ªà®áª®¯¨ç¥áª ï ¥®¡à -
â¨¬®áâì? �à¨  ¡á®«îâ® â®ç®¬ § ¤ ¨¨  ç «ìëå ãá«®¢¨© X0 ¯à¨ t0
®¤®§ ç® ¯à¥¤áª §ë¢ ¥âáï á®áâ®ï¨¥ X(t). �à¨ § ¤ ¨¨ ¦¥  ç «ìëå

ãá«®¢¨© á ¥®¯à¥¤¥«¥®áâìî�X0 ¢®§¬®¦ë ¤¢¥ á¨âã æ¨¨: 1) à áå®¦¤¥¨¥
âà ¥ªâ®à¨© �X á â¥ç¥¨¥¬ ¢à¥¬¥¨ ®áâ ¥âáï ¬ «ë¬; 2) à áå®¦¤¥¨¥ âà -
¥ªâ®à¨© á® ¢à¥¬¥¥¬ áâ ®¢¨âáï áª®«ì ã£®¤® ¡®«ìè¨¬. � ¯®á«¥¤¥¬ á«ã-
ç ¥ £®¢®àïâ ® ¥ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¬¥å ¨ç¥áª®£® ¤¢¨¦¥¨ï ¨ ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨¨

¢ á¨áâ¥¬¥. �à¨ íªá¯®¥æ¨ «ì®© à áå®¤¨¬®áâ¨ âà ¥ªâ®à¨© ¨¬¥¥â ¬¥áâ®
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áâ®å áâ¨§ æ¨ï, çâ® ®§ ç ¥â ¥¯à¥¤áª §ã¥¬®áâì ¯®¢¥¤¥¨ï á¨áâ¥¬ë á â®çª¨

§à¥¨ï ¤¨ ¬¨ç¥áª®© â¥®à¨¨. �®£¤  ¢®§¬®¦® â®«ìª® ®¯¨á ¨¥ â®«ìª®  ¨-
¡®«¥¥ ¢¥à®ïâ®£® ¯®¢¥¤¥¨ï á¨áâ¥¬ë ¨«¨ { ¥¥ áà¥¤¨å å à ªâ¥à¨áâ¨ª.

�¯¥à¢ë¥   à®«ì ¥ãáâ®©ç¨¢®áâ¨ ¤¢¨¦¥¨ï ¨ á¢®©áâ¢  ¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨ï

¢ ¢®§¨ª®¢¥¨¨ ¥®¡à â¨¬®áâ¨ ãª § « �. �. �àë«®¢ (1950). � ç¥áâ¢¥®
¯¥à¥¬¥è¨¢ ¨¥ ®§ ç ¥â á¨«ì®¥ ¨áª ¦¥¨¥ ä®à¬ë  ç «ì®£® í«¥¬¥â 

¢ ä §®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥, ª®£¤  â®çª¨, ª®â®àë¥ ¢  ç «ìë© ¬®¬¥â ¡ë«¨
à á¯®«®¦¥ë ¡«¨§ª® ®¤  ª ¤àã£®©, á â¥ç¥¨¥¬ ¢à¥¬¥¨ ¤ «¥ª® à áå®¤ïâáï
(ç é¥ { íªá¯®¥æ¨ «ì®).

� «¨§ �àë«®¢  ¯®ª § «, çâ® ¢ ®á®¢¥ ¯à¨à®¤ë áâ â¨áâ¨ç¥áª¨å § -
ª®®¬¥à®áâ¥© «¥¦¨â ¥ íà£®¤¨ç®áâì á ¬  ¯® á¥¡¥,   á¢®©áâ¢® ¯¥à¥¬¥-
è¨¢ ¨ï ¨ á¢ï§  ï á ¨¬ ¥ãáâ®©ç¨¢®áâì ¤¨ ¬¨ª¨. �® ¢ ãà ¢¥¨ïå

¤¨ ¬¨ª¨ ¥ á®¤¥à¦¨âáï ¬¥å ¨§¬  ®£àã¡«¥¨ï, ¤ ¦¥ ¥á«¨ íâ  ¤¨ ¬¨ª 
ª¢ â®¢ ï. �à®æ¥¤ãà  ®£àã¡«¥¨ï ¤® á¨å ¯®à ï¢«ï¥âáï ¤®¯®«¨â¥«ìë¬ ª

¤¨ ¬¨ç¥áª¨¬ ãà ¢¥¨ï¬ ¯à¨¥¬®¬, ª®â®àë© ¯à¨¢®á¨âáï ¢ ®¯¨á ¨¥ ¯à®-
æ¥áá®¢ ¨áá«¥¤®¢ â¥«¥¬,   ¥ ¯à¨à®¤®©. � ª ¨¬¥® ¯à¨à®¤  "®£àã¡«ï¥â"
á¨áâ¥¬ã, ¬ë ¥ § ¥¬.

1.4 �á®¢®© ¯®áâã« â áâ â¨áâ¨ç¥áª®© ä¨§¨ª¨

�â ª,   ¬ ªà®ãà®¢¥ ¨¬¥¥¬ äãªæ¨¨ ª®®à¤¨ â ~r ¢ ä¨§¨ç¥áª®¬ ¯à®-
áâà áâ¢¥ ¨ ¢à¥¬¥¨ t B(~r; t) (¯®«ï),     ¬¨ªà®ãà®¢¥ { ¤¨ ¬¨ç¥áª¨¥

¢¥«¨ç¨ë b(X;~r; t), £¤¥ X = (q1; : : : ; qN ; p1; : : : ; pN ). �¥®¡å®¤¨¬® ®¯à¥¤¥«¨âì
®â®¡à ¦¥¨¥ ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢    ä¨§¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢® b(X;~r; t) !
B(~r; t), â. ¥. ¯®áâà®¨âì äãªæ¨® «, áâ ¢ïé¨© ª ¦¤®© äãªæ¨¨ b(X;~r; t)
¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ëå ~r; t ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¥ª®â®à®¥ ç¨á«® B: B(~r; t) � hbi.
�®âà¥¡ã¥¬ «¨¥©®áâ¨ hb1 + b2i = hb1i + hb2i ¨ ¥¨§¬¥®áâ¨ ¯®áâ®ïëå
h1i = 1. �¢¥¤¥¬ äãªæ¨î %(X), ¤«ï ª®â®à®© ¯®âà¥¡ã¥¬:

Z
%(X)dX = 1:

�®£¤  ®â®¡à ¦¥¨¥ ¬®¦® § ¯¨á âì:

B(~r; t) � hb(X;~r; t)i =
Z
b(X;~r; t)%(X)dX: (3)
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�ãªæ¨î %(X) ¬®¦® ¨â¥à¯à¥â¨à®¢ âì ª ª ¯«®â®áâì ¢¥à®ïâ®áâ¨  -
å®¦¤¥¨ï á¨áâ¥¬ë ¢ á®áâ®ï¨¨, ª®â®à®¥ ¨§®¡à ¦ ¥âáï â®çª®© X ä §®¢®£®

¯à®áâà áâ¢ .
�ëà ¦¥¨¥ (3) ¬®¦® § ¯¨á âì ¢ ¤àã£®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨, ®¡ëç® ¨á-

¯®«ì§ã¥¬®¬ ¢ áâ â¨áâ¨ç¥áª®© ¬¥å ¨ª¥, ¢ ª®â®à®¬ @b=@t = 0,   % = %(X; t) :

B(~r; t) � hb(X;~r)i =
Z
b(X;~r)%(X; t)dX: (4)

�®á«¥¤¥¥  §ë¢ îâ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¥¬ �¨ã¢¨««ï (¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ¯¥à¢®£® { £ -
¬¨«ìâ®®¢ ). � ª¢ â®¢®© ¬¥å ¨ª¥ íâ®¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯¥à¥å®¤ ®â ¯à¥¤-
áâ ¢«¥¨ï �¥©§¥¡¥à£  ª ¯à¥¤áâ ¢«¥¨î �à¥¤¨£¥à . �ëà ¦¥¨¥ (4) {
íâ® § ¯¨áì ®á®¢®£® ¯®áâã« â  áâ â¨áâ¨ç¥áª®© ¬¥å ¨ª¨ ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨

�¨ã¢¨««ï: á®áâ®ï¨¥ á¨áâ¥¬ë ¢ ¤ ë© ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨ ¯®«®áâìî ®¯à¥-
¤¥«ï¥âáï § ¤ ¨¥¬ %(X; t) ,    ¡«î¤ ¥¬ë¥ ¢¥«¨ç¨ë ¥áâì ä §®¢ë¥ áà¥¤¨¥

®â ¤¨ ¬¨ç¥áª¨å äãªæ¨© b.

1.5 �« áá¨ç¥áª¨©  á ¬¡«ì. �à ¢¥¨¥ �¨ã¢¨««ï

�«ï á¨áâ¥¬, ¯®¤ç¨ïîé¨åáï £ ¬¨«ìâ®®¢®© ¤¨ ¬¨ª¥, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®

â¥®à¥¬  �¨ã¢¨««ï ® á®åà ¥¨¨ ä §®¢®£® ®¡ê¥¬ . �ãáâì ¢ ¬®¬¥â ¢à¥¬¥¨
t = 0 ä §®¢ë¥ â®çª¨ á ª®®à¤¨ â ¬¨ fq0i ; p

0
i g (i = 1; s, £¤¥ s - ç¨á«® áâ¥¯¥-

¥© á¢®¡®¤ë) ¥¯à¥àë¢® § ¯®«ïîâ ®¡« áâì ä §®¢®£® ¯à®áâà áâ¢ , ®£à -
¨ç¥ãî £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâìî �0. �¡ê¥¬ íâ®© ®¡« áâ¨ ¤ ¥âáï 2s-¬¥àë¬
¨â¥£à «®¬

X0 =
Z
�0

dq01 � � �dq
0
sdp

0
1 � � �dp

0
s =

Z
�0

dx01 � � �dx
0
2s:

(�¤¥áì ®¡®§ ç¥® xk = qk ¨ xk+s = pk, k = 1; s.) �¥à¥§ ¢à¥¬ï t ä §®¢ë¥
â®çª¨ § ¯®«ïîâ ®¡ê¥¬ Xt, ®£à ¨ç¥ë© £¨¯¥à¯®¢¥àå®áâìî �t;

Xt =
Z
�t

dxt1 � � �dx
t
2s:

� á¨«ã ãà ¢¥¨© � ¬¨«ìâ®  qti , p
t
i ï¢«ïîâáï äãªæ¨ï¬¨ t ¨  ç «ìëå

¤ ëå q0k, p
0
k, ¯®â®¬ã

Xt =
Z
�t

Ddx01 � � �dx
0
2s;
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£¤¥ D = @(xt1; :::; x
t
2s)=@(x

0
1; :::; x

0
2s) { ïª®¡¨  ¯à¥®¡à §®¢ ¨ï Xt ! X0.

�¡®§ ç¨¬ í«¥¬¥â D ç¥à¥§ aik = @xti=@x
0
k ¨  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ¤®¯®«-

¥¨¥ í«¥¬¥â  aik ç¥à¥§ Aik = @D=@aik: �®ª ¦¥¬, çâ® D = 1, ¢ëç¨á«¨¢
dD=dt:

dD

dt
=
X
i;k

@D

@aik

daik
dt

=
X
i;k

Aik

@ _xti
@x0k

:

�®áª®«ìªã _xti = _xti
�
: : : ; xt`(: : : ; x

0
k; : : :); : : :

�
; â. ¥.

@ _xti
@x0k

=
X
`

@ _xti
@xt`

@xt`
@x0k

=
X
`

@ _xti
@xt`

a`k;

â®
dD

dt
=

X
i;k;`

Aika`k
@ _xti
@xt`

= D
X
i;`

�i`
@ _xti
@xt`

:

(�ë ¢®á¯®«ì§®¢ «¨áì à §«®¦¥¨¥¬
P
k
a`kAik = D�`i:) �ã¬¬¨àãï ¯® `, ¯®«ã-

ç¨¬:
dD

dt
= D

X
i

@ _xti
@xti

= D
X
i

0
@@ _qti
@qti

+
@ _pti
@pti

1
A : (5)

� â ª ª ª ¤«ï ª®á¥à¢ â¨¢®© á¨áâ¥¬ë (H = const) ¯®á«¥¤¥¥ à ¢® ã«î,
â® ¨§ (5) ¯®«ãç¨¬ D = const. �®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì  ç «ìë¬¨ ¤ ë¬¨

Djt=0 = 1,  ©¤¥¬ D = 1,   á«¥¤®¢ â¥«ì®,

Xt = X0: (6)

�¥®à¥¬  �¨ã¢¨««ï (6) ® á®åà ¥¨¨ ä §®¢®£® ®¡ê¥¬  ª« áá¨ç¥áª®© £ -
¬¨«ìâ®®¢®© á¨áâ¥¬ë á¯à ¢¥¤«¨¢  ¤«ï ¯à®¬¥¦ãâª  ¢à¥¬¥¨, ¢ â¥ç¥¨¥ ª®-
â®à®£® íâã á¨áâ¥¬ã ¬®¦® áç¨â âì ª®á¥à¢ â¨¢®© (ª¢ §¨§ ¬ªãâ®©).� ¢¥áâ¢®
(6) íª¢¨¢ «¥â® ãâ¢¥à¦¤¥¨î ® á®åà ¥¨¨ ¯«®â®áâ¨ ä §®¢ëå â®ç¥ª, â.
¥. ¥¨§¬¥®áâ¨ áâ â¨áâ¨ç¥áª®© äãªæ¨¨ à á¯à¥¤¥«¥¨ï %   ä §®¢ëå âà -
¥ªâ®à¨ïå, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãà ¢¥¨ï¬ � ¬¨«ìâ® : d%=dt = 0: �«ï %
¬®¦® § ¯¨á âì ãà ¢¥¨¥ ¥¯à¥àë¢®áâ¨ ¢ 2s-¬¥à®¬ ¯à®áâà áâ¢¥

d%

dt
=

@%

@t
+
X
i

@( _xti%)

@xti
= 0:
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(�â®à®¥ á« £ ¥¬®¥ §¤¥áì { íâ® ¤¨¢¥à£¥æ¨ï ¢ ä §®¢®¬ ¯à®áâà áâ¢¥.) �®¤-
áâ ¢«ïï ¢ à ¢¥áâ¢®

X
i

@( _xti%)

@xti
=
X
i

0
@%@ _xti

@xti
+

@%

@xti
_xti

1
A

ãà ¢¥¨ï � ¬¨«ìâ® , ¯®«ãç¨¬ ãà ¢¥¨¥ �¨ã¢¨««ï

@%

@t
= fH; %g; (7)

£¤¥

fH; %g =
X
i

 
@H

@qi

@%

@pi
�

@H

@pi

@%

@qi

!
� áª®¡ª¨ �ã áá® :

�à ¢¥¨¥ (7) ®¯¨áë¢ ¥â í¢®«îæ¨î áâ â¨áâ¨ç¥áª®£®  á ¬¡«ï ª« áá¨ç¥-
áª®© á¨áâ¥¬ë. (�ë¢®¤ íâ®£® ãà ¢¥¨ï, ®áïé¥£® ¨¬ï �¨ã¢¨««ï, ¢ ¤¥©-
áâ¢¨â¥«ì®áâ¨ ¯à¨ ¤«¥¦¨â �¨¡¡áã.)
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