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На практике исследователь всегда располагает ограниченным набо-
ром значений измеряемой величины, называемой выборкой. Выборка яв-
ляется случайным набором измерений. Поэтому любое суждение об изме-
ряемой величине, сделанное по выборке, будет иметь вероятностный 
смысл. Методы математической статистики позволяют рассчитать только 
границы интервала, в котором с некоторой выбираемой заранее самим 
экспериментатором вероятностью α, находится истинное значение  опре-
деляемой величины. Параметр α называют доверительной вероятностью 
и обычно его значение выбирают равным 0.95, а сам такой интервал назы-
вают доверительным интервалом. Чем с большей вероятностью нужно га-
рантировать нахождение истинного значения внутри доверительного ин-
тервала, тем большая ширина интервала будет получена при том же числе 
измерений. Полуширину доверительного интервала называют абсолютной 
погрешностью измерений.  

Пусть проведено  N прямых измерений некоторой величины x. Обо-
значим через x1, x2 , ..., xN результаты отдельных измерений. Для анализа 
результатов измерений и вычисления абсолютной погрешности необходи-
мо предварительно вычислить среднее значение измеряемой величины - x  
и дисперсию выборки, обозначаемую обычно через D. 
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где ix  - результат i - го измерения. 

Корень квадратный из дисперсии называют среднеквадратичным 
или стандартным отклонением и обозначают через S. 

Анализ начинают с проверки выборки на наличие выброса. Среди 
совокупности умеренно различающихся измерений одно может резко от-
личаться, т.е. быть либо очень большим, либо очень маленьким. Наличие 
его сильно изменяет как среднее значение измеряемой величины, так и 
границы доверительного интервала. Такое экстремальное значение иногда 
можно отбросить, и в этом случае его называют выбросом. 

Для проверки на выброс находим среди измерений максимальное и 
минимальное значения, которые обозначим maxx  и minx . Вычисляем абсо-
лютные отклонения их от среднего maxxx −  и  minxx − . Если первая раз-
ность больше второй, то будем считать ее экстремальной и наоборот. 
Обозначим экстремальное значение extX  и для него вычисляем величину 
R: 
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( ) NND
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R ext
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=      (5.3) 

 
Полученное значение R сравниваем с табличным значением  ( )Nr ,α   

(критерий Диксона), которое зависит от доверительной вероятности α и 
количества измерений N. 

Если вычисленное значение R меньше или равно табличному, то 
extX  не является выбросом. Если же вычисленное значение R больше таб-

личного, то extX  является выбросом. Его следует исключить и для остав-
шейся выборки с количеством членов (N - 1) вновь вычислить x   и D и 
опять проверить на наличие выбросов. Такую проверку проводим до тех 
пор, пока оставшаяся выборка не будет иметь выбросов. 

В табл. 5.1 приведены значения величины ( )Nr ,α  для первых десяти 
значений N при доверительной вероятности 0.95. 

     Таблица 5.1  
N 3 4 5 6 7 8 9 10 

r(α=0.95, N) 1.41 1.69 1.87 2.00 2.09 2.17 2.24 2.29 
 
Пусть M - количество выбросов в исследуемой выборке. Тогда, k=N-

M количество измерений, оставшихся в выборке после проверки на выбро-
сы. 

Как правило, в эксперименте a priori известно в каких пределах 
должно изменяться значение ix . В этом случае  программным путем мож-
но отсечь выбросы. Величины x  и D вычисляются для оставшихся k зна-
чений. 

 
Для полученной выборки размерности k вычисляем абсолютную по-

грешность измерения ∆x: 
 

( ) kDktx ,α=∆       (5.4) 
 

где ( )kt ,α - табличный коэффициент (коэффициент Стьюдента), завися-
щий от доверительной вероятности α и количества элементов выборки k. 
Значения ( )kt ,α  при доверительной вероятности 0.95 для первых десяти 
значений k приведены в табл. 5.2. 
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Таблица 5.2 
K 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

( )kt ,95.0=α  12.7
2 

4.30 3.18 2.78 2.57 2.45 2.36 2.31 2.26 

 
При большом  ( )500≥k  числе измерений  ( ) 96.1,95.0 ≅= kt α      

Окончательный результат обработки результатов измерений записываем в 
виде: 

 
   xxx ∆±=       (5.5) 
 
С точки зрения статистической теории такой вид записи указывает 

на то, что истинное значение измеряемой величины с вероятностью α на-
ходится в интервале от  xx ∆−   до xx ∆+ . 

Отношение абсолютной погрешности (или среднеквадратичного от-
клонения) к среднему значению измеряемой величины называют относи-
тельной погрешностью измерений. Обычно относительная погрешность 
выражается в процентах. 

Современные программные пакетов электронных таблиц (например, 
MS Excel) включают в себя математический аппарат, позволяющий прово-
дить некоторую статистическую обработку выборки, в том числе и вычис-
лять среднеквадратичное отклонение. Для этого необходимо данные изме-
рений сохранить в текстовом файле, который можно вставлять в электрон-
ные таблицы. 

Приведенные выше правила применимы для вычисления случайной 
погрешности измерений. Иногда же все результаты измерений имеют одно 
и тоже значение. Такой случай реализуется, если случайная погрешность 
становится много меньше инструментальной. Тогда за меру погрешности 
принимают абсолютную величину инструментальной погрешности. Она 
определяется классом точности прибора и, обычно, равна половине цены 
деления шкалы прибора.  Поэтому и считывание результата надо прово-
дить только с точностью до половины деления. 

При наличие инструментальной (систематической) иx∆  и случайной 
сx∆ погрешности полная погрешность измерения определяется по формуле 

 
222
си xxx ∆+∆=∆      (5.6) 

 
В результате измерения получается число, которое представляется 

совокупностью цифр. Результат соответствующих вычислений ограничи-
вается значащими цифрами. Подсчет количества значащих цифр в числе 
различен для чисел больше и меньше единицы. 
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Если число больше единицы, то значащими цифрами считаются все 
написанные цифры, включая и последний ноль. Цифра ноль несет такую 
же информацию, как и все остальные. Так в числе 4.97 три значащие циф-
ры, а в числе 4.970 – четыре, т.е. эти числа имеют разную точность. 

Если число меньше единицы, то значащими считаются все цифры, 
следующие за начальными нулями. В числе 0.004970 те же четыре знача-
щие цифры, что и в числе 4.970. 

При записи  окончательного результата измерений величину по-
грешности следует округлять до двух значащих цифр, при этом в записи 
среднего значения последней удерживается цифра последнего десятичного 
разряда в записи погрешности. Например, один и тот же результат в зави-
симости от погрешности, запишется в виде: 1.20 ± 0.21; 1.241 ± 0.035 и т.д. 
Таким образом,  две последние из указанных цифр являются сомнитель-
ными, а остальные – достоверными. 

Пусть невозможно прямое измерение величины w = F(x,y,z), завися-
щей от переменных x, y и z. Для косвенного определения величины w про-
ведем по N прямых измерений величин x, y и z.  Среднее значение опреде-
ляемой величины вычисляется по формуле ( )zyxFw ,,= . 

Для того, чтобы вычислить абсолютную погрешность ∆w косвенного 
измерения величины w, вначале вычисляются абсолютные погрешности 
прямых измерений величин x, y и z, т.е. ∆x, ∆y и ∆z. Тогда: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2222222 zzwyywxxww ∆∂∂+∆∂∂+∆∂∂=∆  (5.7) 
 

где значения частных производных ( )xw ∂∂ , ( )yw ∂∂  и ( )zw ∂∂  вычисляют-
ся также при xx = , yy =  и zz = . Окончательный результат косвенного 
измерения величины w представляется, как и в случае прямых измерений, 
формулой (5.5). 

 
Сравнение средних значений двух выборок 

 
Зная величины D и k, можно сравнивать результаты различных из-

мерений. Пусть после одного измерения величины x и последующей ста-
тистической обработки получена выборка из 1k  элементов со средним зна-
чением измеряемой величины 1x  и дисперсией D1. В другом случае после 
таких же измерений получены величины: 2k , 2x , D2, соответственно. В 
общем случае, результаты измерений не равны друг другу. Возникает во-
прос: значимо ли отличаются средние значения двух измерений? 

Для ответа на этот вопрос следует вычислить величину T: 
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где:  111 kDd = , 222 kDd = . 

Вычисленное значение T сравнивается с табличным значением ко-
эффициента Стьюдента  ( )kt ,95.0=α , где k вычисляется по формуле: 
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Вычисленное по формуле (5.9) значение k надо округлить до целого числа. 

Если вычисленное значение T ≤ ( )kt ,95.0=α , то средние значения 2-
х измерений  с вероятностью 95% отличаются незначимо. 

 
5.2. Корреляция и регрессия 

 
Между случайными величинами обычно существует связь, при ко-

торой с изменением одной величины изменяется другая. При анализе за-
висимости  случайных величин друг от друга различают корреляцию (су-
ществует ли взаимосвязь между величинами и как она сильна) и регрессию 
(какой вид имеет зависимость). 

При обработке эксперимента находят уравнение приближённой рег-
рессии. Замена точной математической связи между измеряемыми вели-
чинами приближённой называют аппроксимацией. При этом предполага-
ется, что погрешность измерения одной величины много меньше погреш-
ности измерения другой, т.е. одна величина измеряется точно. Уравнение 
приближённой регрессии существенно зависит от выбираемого метода 
приближения. В качестве такого метода обычно выбирают метод наи-
меньших квадратов. Пусть в результате n измерений получены ряд значе-
ний величины: y1, y2, ..., yn, соответствующих значениям аргумента: x1, 
x2,..., xn. Эти результаты измерений могут быть представлены на графике в 
виде точек (x1,y1), (x2, y2),..., (xn, yn). Суть метода сводится к определению 
параметров такой зависимости, при которой сумма квадратов разностей 

iδ между экспериментальными и расчетными значениями iy  должна быть 
минимальной. Для примера, на Рис. 5.1 приведён результат аппроксима-
ции экспериментальных данных полиномом третьей степени. 
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Линейная регрессия 
 
Предположим, что xj измеряется точно и искомая зависимость вы-

ражается линейной функцией: 
 
 ( ) xaaxy 10 +=        (5.10) 
 
В этом случае определение коэффициентов зависимости сводится к 

минимизации выражения: 
 

0 1 0 2 0 3 0 4 0 

0 

4 

8 

1 2 

1 6 

X 

Y 

Рис. 5.1. Набор экспериментальных точек и аппроксимирующая 
кривая. 
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   ( )∑ −−
j

jj xaay 2
10      (5.11) 

 
Решение задачи на минимум сводится к отысканию частных произ-

водных от выражения (5.11) по искомым коэффициентам ∂/∂a0 и ∂/∂a1 и 
приравниванию их к нулю. Решая такую систему из 2-х уравнений, полу-
чим: 
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Для определения степени взаимосвязи (корреляции) между измеряе-

мыми величинами вычисляют коэффициент корреляции R. 
 

 
( ) ( )2222 ∑∑∑∑

∑∑∑
−−

−
=

jjjj

jjjj

yynxxn

yxyxn
R    (5.14) 

 
Значение R изменяется в интервале [-1,1]. Если a1>0, то и R>0. При 

отсутствии взаимосвязи между измеряемыми величинами R = 0. При точ-
ном выполнении равенства (5.10) |R| = 1. Если |R| ≥ 0.99, то на практике 
можно считать, что связь между измеряемыми величинами близка к ли-
нейной. 

Большинство современных программных пакетов электронных таб-
лиц включают в себя математический аппарат, позволяющий вычислять a0, 
a1 и R.  

 
Нелинейная регрессия 

 
Во многих случаях графическое представление данных показывает, 

что найденная экспериментально зависимость не может быть описана 
прямой линией. Когда вид нелинейной зависимости между двумя пере-
менными x и y известен a priori, можно с помощью преобразования одной 
или обеих переменных w=w(y), z=z(x) можно получить линейную зависи-
мость: 

 
( ) zaazw 10 += ,      (5.15) 
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которая оценивается  рассмотренным выше методом. 

Очень часто в опытах наблюдается экспоненциальная или гипербо-
лическая зависимость. Таблица 5.3 показывает необходимые преобразова-
ния и формулы перехода к линейной зависимости. Преобразование первых 
двух зависимостей легко получить, если их прологарифмировать. Преоб-
разование двух последних легко получить, если зависимости возвести в  
степень «-1». 

 
Таблица 5.3 

Преобразование 
переменных 

Выражение для 
величин 

 
Форма исходной зависи-

мости w z a0 a1 

( )xy βα exp=  ln(y) x ln(α) β 
( )xy βα exp=  ln(y) 1/x ln(α) β 

xy βα +=  y 1/x α β 
( )xy βα += 1  1/y x 1/α β/α 

( )xxy βα += 1  1/y 1/x β/α 1/α 
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